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ВВЕДЕНИЕ 
 
Учебно-методическое пособие предназначено для оказания методической 

помощи студентам при выполнении контрольных работ и расчетно-
графических заданий по разделу «Динамика» модуля «Теоретическая механи-
ка». В пособии приведены основные понятия и определения динамики точки, 
динамики механической системы и основы аналитической механики, подробно 
разобраны примеры решения задач.  

Данное пособие не исключает изучение курса по учебникам, в которых 
более подробно изложены понятия, определения и доказательства теорем, что 
способствует развитию логического мышления и более успешному закрепле-
нию материала, необходимого для изучения родственных дисциплин («Сопро-
тивление материалов», «Детали машин», «Прикладная механика» и т.д.). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 5

1. ДИНАМИКА ТОЧКИ 
1.1. Основные законы динамики 

 
Динамикой называется раздел механики, в котором изучается движение 

материальных тел под действием сил. Базой этого раздела являются законы, 
впервые полностью сформулированные Исааком Ньютоном в 1687 г. в его 
трактате «Математические начала натуральной философии» (перевод академи-
ка А.Н. Крылова, 1915-1916 гг.).  

1. Закон инерции. Материальная точка сохраняет состояние покоя или 
равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока действие каких-то 
сил не изменит этого состояния. 

2. Основной закон динамики. Ускорение материальной точки пропор-
ционально приложенной к ней силе и имеет одно с ней направление. 

3. Закон равенства действия и противодействия. Две материальные 
точки действуют друг на друга с силами, равными по величине и направленны-
ми вдоль прямой, соединяющей эти точки, в противоположные стороны. 

4. Закон независимости действия сил. Материальная точка под дейст-
вием нескольких сил приобретает ускорение, равное геометрической сумме ус-
корений, которые она получила бы от действия каждой силы, действующей не-
зависимо от других сил. 

Анализ этих законов, их различная математическая интерпретация позво-
ляют сформулировать ряд теорем и принципов механики для точки и механиче-
ской системы. 

 
 

1.2. Дифференциальные уравнения движения точки 
 
Второй и четвертый законы динамики позволяют записать основное 

уравнение динамики точки 
 iFam ,    (1.1) 

 
где m  – масса материальной точки (в классической механике считается посто-
янной величиной), кг; 

a  – ускорение точки, м/с2; 
FFi   – равнодействующая сил, действующих на точку, Н. 

 
В зависимости от заданного закона движения точки или от условий ре-

шаемой задачи данное уравнение можно представить в векторной форме 
 

 iF
dt

rdm 2

2

     (1.2) 

 
или спроецировать на оси декартовых или естественных координат. 
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В проекции на оси декартовых координат: 
 

 ixF
dt

xdm 2

2

,   iyF
dt

ydm 2

2

,  izF
dt

zdm 2

2

.  (1.3) 

 
Проекции ускорения на соответствующие оси: 

x
dt

xdv
dt

dva x
x

x   2

2

,  

y
dt

ydv
dt

dv
a y

y
y   2

2

,    (1.4) 

z
dt

zdv
dt

dv
a z

z
z   2

2

. 

 
Проекции сил на оси декартовых координат: 

 
  iix XF ,    iiy YF ,    iiz ZF .   

 
Проекции основного уравнения динамики на естественные оси коорди-

нат: 

 iF
dt
dvm ,   inFvm



2

,  ibF0 ,  (1.5) 

 
где  bn ,,  – направляющие орты соответственно касательной, нормали и 
бинормали; 

 a
dt
dv

  – касательное ускорение; nav




2

 – нормальное ускорение; 

0ba  – полное ускорение всегда лежит в плоскости, проходящей через 
касательную и нормаль, и на бинормаль не проецируется. 

 
 

1.3. Первая основная задача динамики 
 
Полученные дифференциальные уравнения движения точки позволяют 

решать две основные задачи динамики. 
Первая задача динамики заключается в том, чтобы по заданным массе и 

закону движения точки найти равнодействующую приложенных к точке сил 
(или одну из составляющих сил). Решение задачи сводится к составлению диф-
ференциального уравнения движения, определению ускорения по заданному 
закону движения и нахождению искомой величины. В зависимости от закона 
движения дифференциальные уравнения имеют вид (1.3) или (1.5). 
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Пример 1.1 
Движение точки массой m  определяется уравнениями 
 

)cos( tx
3

34 
  м, )sin( ty

3
32 

  м, 0z . 

 
В момент времени 1t с  определить равнодействующую сил, приложен-

ных к точке. 
 
Решение 
Закон движения задан координатным способом, поэтому для определения 

силы используем формулы (1.3) 
 

xFxm  , yFym  . 
 
При заданных условиях задачи  
 

tx
33

2  cos  м/с2, 

tmFx 33

2  cos  Н; 

ty
33

2  sin  м/с2, 

 tmFy 33

2  sin  Н. 

     
          Рис. 1.1 
В момент времени 1t  с   
 

6

2mFx   Н,   
32

2mFy   Н;  

 

3326

22222
22  mmmFFF yx 

















  Н. 

 
Направление действия силы определяется с помощью направляющих ко-

синусов (рис. 1.1): 
 

2
1


F
Fxcos ,    120 ,    

2
3


F
Fycos ,    30 . 
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Из заданного закона движения следует, что точка движется в плоскости 
xOy  по окружности радиуса 3 м (рис. 1.1). Положение ее в момент времени 

1t  с определяется координатами 55,x  м; 60,y  м. Точка движется из 
точки 1O  по ходу часовой стрелки. На рис. 1.1 показана действующая на точку 
сила и углы, которые вектор силы составляет с осями координат. 

 
 
Пример 1.2 
Точка массой m , подвешенная на нити 

длиной 1 м в неподвижной точке O , описы-
вает окружность в горизонтальной плоско-
сти, двигаясь со скоростью 2,21 м/с         
(рис. 1.2). Определить натяжение нити и 
угол отклонения нити от вертикали. 

 
Решение 
В задаче известны траектория движе-

ния точки и скорость движения по траекто-
рии, поэтому дифференциальные уравнения 
движения могут быть записаны в проекции 
на естественные оси (направляющими осей 
являются орты bn ,, ). На точку действу-
ют сила тяжести и сила натяжения нити T .   Рис. 1.2 

 
Уравнения движения в естественных осях: 
 

0
dt
dvm ,  sinT

R
vm 

2

, mgT  cos0 .  

 
Постоянство скорости ( 0a ) подтверждает отсутствие сил, проеци-

рующихся на касательную к траектории. Из уравнений определяются и сила на-
тяжения нити, и угол  : 

 

cos
mgT  ;  


sin

cos
mg

R
vm 

2

; sinOMR  ; 

 







cos
cos

cos
sin 22

2 1
 OMgOMgv ; 01

2
2 


  coscos

OMg
v ; 

 

230,cos  ; mmgT 642,
cos




. 
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1.4. Вторая основная задача динамики 
 
Вторая задача динамики заключается в том, чтобы по действующим на 

точку силам найти закон ее движения. Решение задачи сводится к интегрирова-
нию уравнений (1.2), (1.3) или (1.5), в которых неизвестными функциями явля-
ются координаты движущейся точки, а аргументом – время. Интегрирование 
уравнений производится методами, зависящими от вида полученного уравне-
ния, т.к. в правой его части действующие силы могут содержать время, ско-
рость, текущие координаты точки или совокупность этих параметров. Конеч-
ные решения зависят также и от начальных условий, т.е. от начального положе-
ния и начальной скорости точки. Например, под действием силы тяжести в за-
висимости от начальной скорости и ее направления точка может двигаться по 
прямой или кривой линии. Поэтому, используя начальные условия, можно по-
лучить единственное решение уравнений (1.2), (1.3) и (1.5). 

При решении задач возможна следующая последовательность выполне-
ния этапов решения: 

- выделяется тело (точка), движение которого рассматривается; 
- показываются все действующие на тело (точку) внешние силы, связи 

заменяются их реакциями; 
- в выбранной системе отсчета составляются уравнения движения; 
- записываются начальные условия (начальное положение, начальная 

скорость); 
- решаются полученные уравнения. 
 
 
Пример 1.3 
Тяжелую точку толкнули вниз по негладкой наклонной плоскости, со-

ставляющей угол   с горизонтом. В начальный момент скорость точки 0v , ко-
эффициент трения скольжения f . Какова будет скорость точки, прошедшей 
путь s ? За какое время точка пройдет этот путь? 

 
Решение 
На рис. 1.3 показана точка M , движущаяся вниз по наклонной плоскости 

со скоростью v . На точку действуют: сила тяжести G , нормальная реакция 
плоскости N , сила трения трF . В системе отсчета xOy  составляем уравнение 
движения по оси Ox  и уравнение равновесия по оси Oy : 

 
трx FGma  sin ; 

 
NG  cos0 . 
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В начальный момент времени 
точка имела координаты 00 x  и 

00 y ; начальная скорость 0v  на-
правлена вдоль оси x . 

С учетом второго уравнения 
определяем силу трения: 

 
cosmgfNfFтр  . 

 
Первое уравнение удобнее ин-

тегрировать методом разделения пе-
ременных, поэтому запишем его в 
виде 

 cossin mgfmg
dt
dvm  .  (*)    Рис. 1.3 

 
Сократив на массу и разделив переменные, получим 
 

 
tv

v
dtfgdv

00

)cos(sin  . 

 
С учетом начальных условий 

 
tfgvv )cos(sin   0 .  (**) 

 

Скорость точки в промежуточный момент времени 
dt
dxv  . Из уравнения 

(**) получим 

tfgv
dt
dx )cos(sin   0 . 

 
Разделяем переменные и интегрируем: 
 

   
x

x

t
dttfgvdx

0 0
0 )cos(sin  . 

 
После интегрирования при 00 x  получим закон движения точки 
 

2

2

0
tfgtvx )cos(sin   .  (***)  
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Подставив в уравнение (***) пройденный путь s  и решив квадратное 
уравнение, найдем время движения точки T . Используя затем уравнение (**), 
определим скорость точки в момент времени T . 

Скорость точки можно определить и иначе: в уравнении (*) заменяем 
dt
dv  

на 
dx
vdv  (

dx
vdv

dx
dx

dt
dv

dt
dv

 ), подставляем в уравнение (*) 

 

 cossin mgfmg
dx
vdvm  ;  

xv

v
dxfgvdv

00

)cos(sin  ; 

 

xgfgvv )cos(sin  
22

2
0

2

; xfgvv )cos(sin   22
0 . 

 
Тогда скорость точки в конечный момент времени 

 
sfgvv )cos(sin   22

0 . 
 
 
Пример 1.4 
Тело весом P , брошенное с начальной скоростью 0v  под углом   к гори-

зонту, движется под действием силы тяжести и падает на уступ, возвышаю-
щийся на высоте h  по отношению к начальной точке. Определить закон дви-
жения тела, максимальные высоту H  и дальность полета s . 

 
Решение 
На рис. 1.4 показано движущееся в системе отсчета xOy  тело M . На него 

действует сила тяжести P . В начальный момент времени тело находилось в на-
чале отсчета ( 00 x , 00 y ), проекции начальной скорости на оси координат: 

cos00 vv x  , sin00 vv y  . Поскольку траектория точки неизвестна, то диф-
ференциальные уравнения движения запишем в проекции на оси Ox  и Oy  по 
формулам (1.3): 

0
dt

dv
g
P x ,  P

dt
dv

g
P y  . 

 
Решаем полученные уравнения: 

0
dt

dv x ; constv x  ;  cos00 vvv xx  ; cos0v
dt
dx

 ; 

 
   dtvdx cos0 ; 10 Ctvx  cos . 
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     Рис. 1.4 

 
 
С учетом начальных условий: 100 00 Cvx  cos , 01  C ; 

 
costvx 0  – закон движения тела по оси Ox . 

 

g
dt

dv y  ;    dtgdv y ;  2Ctgv y  . 

 
С учетом начальных условий sin00 vv y  , sin02 vC  ; 
 

sin0vtgv y   – закон изменения скорости тела по оси Oy . 
 

dt
dyv y  ;   dtvtgdy )sin( 0 ; 

 

3

2

0 2
Ctgtvy  sin , при 000 30  Cyt ,, ; 

 

 
2

2

0
tgtvy  sin  – закон движения тела по оси Oy . 

 
В данном примере использовались неопределенные интегралы; констан-

ты 321 CCC ,,  определялись с учетом начальных условий. Исключив из уравне-
ний движения время t , можно получить уравнение траектории – параболы: 

 

cos0v
xt  , 


 22

0

2

2 cosv
gxtgxy  . 
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Максимальная высота H  определится при условии: в верхней точке па-
раболы скорость, направленная по касательной к траектории, горизонтальна, 
т.е. 0yv , 

00  sinvtg ; 
g

vt sin0 . 

 
Подставляя полученное время в уравнение движения по оси Oy , находим 

высоту H : 
2

00
0 2 










g
vg

g
vvyH 


 sinsinsin

max ; 
g

vH
2

22
0 sin

 . 

 
Приравняв в законе движения по вертикали hy  , найдем время падения 

тела на уступ (при решении квадратного уравнения получаем два корня 1t  и 2t ; 
это же следует и из рис. 1.4: линия, проведенная на высоте h , параллельна оси 
Ox  и пересекает параболу в двух точках). Подставив это время в уравнение 
движения по оси Ox , получим дальность полета cos20tvs  . 

 
В первом и во втором примерах действующие силы постоянные, поэтому 

переменные при интегрировании легко разделяются. Похожим образом реша-
ются задачи в случае сил, зависящих от времени. Далее рассматриваются зада-
чи, в которых силы зависят от скорости и перемещения точки (разделение пе-
ременных происходит иначе). 

 
 
Пример 1.5 
Тело весом P , брошенное с начальной скоростью 0v  под углом   к гори-

зонту, движется под действием силы тяжести и силы сопротивления воздуха 
kPvR   ( k  – коэффициент пропорциональности, P  – вес тела, v  – текущая 

скорость). Определить закон движения тела. 
 
Решение 
В задаче неизвестна траектория движения тела, поэтому уравнения дви-

жения будем искать в проекциях на оси декартовых координат (формулы (1.3)). 
На рис. 1.5 показано положение движущегося тела в произвольный момент 
времени и действующие на него силы.  

Выбранная система отсчета позволяет выписать начальные условия: 
0t , 00 x , 00 y , cos00 vv x  , sin00 vv y  . 

Дифференциальные уравнения движения тела в проекции на оси декарто-
вых координат: 

xx Rma  , 
yy RPma   
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или    

 x
x kPv

dt
dv

g
P

 ,  

  

y
y kPvP

dt
dv

g
P

 . 

 
 

 
Рис. 1.5 

 
Движение по оси Ox : 

x
x kgv

dt
dv

 . 

 
После разделения переменных интегрируем: 
 

  dtkg
v

dv
x

x ;  1Ckgtv x ln ; 

 
при 0t :   cos00 vvv xx  ;  10 0 Ckgv cosln ;  cosln 01 vC  ; 
 

coslnln 0vkgtv x  ; kgt
v

v x 
cos

ln
0

; 

 
kgt

x evv  cos0  – закон изменения скорости по оси Ox ; 
 

dt
dxv x  ;   dtevdx kgtcos0 ; 20

1 Cev
kg

x kgt  cos ; 

 

при 0t :  00 x , 2
0

0
10 Cev

kg
kg  cos ;  

kg
vC cos0

2  ; 

 

kg
ve

kg
vx kgt  coscos 00     

 

или )(cos kgte
kg

vx  10   – закон движения по оси Ox . 
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Движение по оси Oy : 

)( y
y kvg

dt
dv

 1 . 

 
После разделения переменных интегрируем: 
 

 


dtg
kv

dv

y

y

1
;  31 Ckgtkv y  )ln( ; 

 
при 0t :   sin00 vvv yy  ;  30 01 Ckgkv  )sinln(  ; 
   

)sinln( 03 1 kvC  ; 
 

)sinln()ln( 011 kvkgtkv y  ; kgt
kv

kv y 




sin
ln

01
1

; 

 

 111
0  kgt

y ekv
k

v )sin(   – закон изменения скорости по оси Oy . 

 

Далее  
dt
dyv y  ,     dtekv

k
dy kgt 111

0 )sin(  ; 

 

40
111 Cte

kg
kv

k
y kgt 








 )()sin(  ; 

 

при 0t :   00 y , )sin( 024 11 kv
gk

C  ; 

 

)sin()sin(  0202 1111 kv
gkk

tekv
gk

y kgt   ; 

 

k
tekv

gk
y kgt   )()sin( 111

02     – закон движения по оси Oy . 

 
 
Пример 1.6 
Груз массой m , подвешенный к пружине с жесткостью c , находился в 

положении равновесия, затем его сдвинули вниз на величину 0x  и толкнули 
вниз со скоростью 0x . Найти закон движения груза. 
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Решение 
На рис. 1.6:  0l  – длина пружины в свободном состоянии, ст  – удлине-

ние пружины при подвешенном грузе (
c

mg
ст  ), O  – положение статическо-

го равновесия, x  – координата груза по оси Ox  (груз качается на пружине). 
Полное удлинение пружины стx  , восстанавливающая сила (сила упругости 
растянутой пружины) )( стxcF  . Начальные условия: при 0t   0xx  ,  

00 xv  . Дифференциальное уравнение движения груза по вертикали 
 

Fmgma x  ,   cxxcmg
dt

dvm ст
x  )(  ,  

 
т.к. в положении равновесия mgc ст  . 
 

В уравнении cx
dt

dvm x   (*) три пере-

менные величины. Чтобы проинтегрировать 
методом разделения переменных, нужно одну 
их них исключить. Например,  

 

dx
dvv

dx
dx

dt
dv

dt
dv xxxx  . 

 
Получим следующее уравнение: 

 

xkx
m
c

dx
dvv xx 2 . 

 
Далее интегрируем 

 

  dxxkdvv xx
2 ;   1

222

22
Cxkv x  ;     Рис. 1.6 

         

при 0t : 0xx  ;   00 xvv x  ; 
22

2
0

22
0

1
xkxC 


; 

 
2222

0
22

0
22 bxkxkxxkv x  )(  , где 2

0
22

0
2 xkxb   ; 

 

dt
dxv x  ,  


dt

xkb
dx

222
; 2Ckt

b
kx

arcsin . 
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С учетом начальных условий  
 


b

kxC 0
2 arcsin ;  kt

b
kxarcsin ; )sin(  kt

b
kx ; 

 

)sin(  kt
k
bx . 

 
Полученное уравнение является уравнением колебательного движения 

точки, которое можно представить в виде 
 

)sin(  ktAx , 
 

где  2
02

2
0

2
0

22
0 x

k
x

k
xkx

k
bA 





 – амплитуда колебаний; 

 

2
0

22
0

0

xkx
kx





arcsin  – фаза колебаний. 

 

Период колебаний 
c
m

k
T  22

 . 

 
Решение уравнения (*) можно представить иначе, если произвести замену 

x
dt

dv x  :  

cxxm  ;  xkx
m
cx 2  

 
или  02  xkx  – это линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка. 

Общее решение такого уравнения записывается в виде 
 

ktCktCx sincos 21  . 
 
Для определения постоянных интегрирования 1C  и 2C  найдем уравнение 

для скорости 
ktkCktkCx cossin 21  . 

 
Воспользовавшись начальными условиями (при 0t ), решим систему 

двух уравнений: 
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)sin()cos( 00 210  kCkCx ; 
 

)cos()sin( 00 210  kkCkkCx ; 
 

01 xC  ;  
k
xC 0

2


 . 

 
Закон движения груза примет вид 
 

kt
k
xktxx sincos 0

0


 . 

 
Приведем полученное уравнение к более удобному виду. Примем 

sinAC 1 , cosAC 2 . 
 

ktAktAx sincoscossin    или  )sin(  ktAx . 
 
Для определения A  и   воспользуемся значениями 1C  и 2C : 
 

sinAx 0 ;  cosA
k
x

0 . 

 

Тогда  
0

0

x
kxtg


 ;  2
0

2
0 x

k
xA 









; 

2

2
02

0

00

k
xx

x
A
x




sin ; 

 

   
2
0

2
0

2
0

2

2
02

0

00

xxk
x

k
xxk

x
Ak
x














cos , 

 
т.е. результаты первого и второго вариантов решения идентичны. 
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1.5. Динамика относительного движения 
 
Законы Ньютона сформулированы для движения тел по отношению к не-

подвижным системам отсчета; таких систем в природе не существует. Диффе-
ренциальное уравнение движения тела по отношению к движущейся системе 
отсчета записывается иначе, чем в формуле (1.2). В кинематике сложного дви-
жения абсолютное ускорение – это сумма переносного, относительного и ко-
риолисова ускорений: 

 
Kre aaaa  . 

 
Подставляя это выражение в формулу (1.2), получим 
 





n

i
iKre Faaam

1
)( , или  )()( Keir amamFam   . 

 
Примем обозначения: ee am  – переносная сила инерции; 

KK am  – кориолисова сила инерции. 
 
Дифференциальное уравнение относительного движения 
 

Keir Fam    .    (1.6) 
 
 
Для тела, лежащего на поверхности Земли, формула (1.6) записывается в 

виде 
eiF  0 .   (*) 

 
Относительное ускорение, относительная 

скорость тела и, следовательно, кориолисова сила 
инерции равны нулю. 

Переносная сила инерции для неподвижного 
тела 

 cosRmmaee
2 , 

 
где  R  – радиус Земли; 
 

  – широта местности; 
 

 cosRaa n
ee

2  – нормальное ускорение 
точки на поверхности Земли. 

Рис. 1.7 



 20

Равнодействующая сил  iF  включает в себя гравитационную силу F  и 
реакцию опоры N  (рис. 1.7). Гравитационная сила  

 

2R
MmF  , 

 
где    – гравитационная постоянная; 

m  – масса тела; 
RM ,  – масса и радиус Земли. 

 
Из выражения (*) получаем eNF 0 , т.е. результатом сложения 

сил F  и  e  является сила, равная по величине и направленная противополож-
но силе N , – сила тяжести или вес тела G : eFNG  . 

 
Для точек, лежащих на поверхности вращающейся Земли, нормальное 

ускорение изменяется от нуля (на полюсах) до максимального значения (на эк-
ваторе). Сплюснутость земной сферы влияет на величину гравитационной си-
лы. Эти два фактора, в свою очередь, влияют на вес тела: на полюсах вес тела 
больше, на экваторе – меньше. Представляя силу тяжести как произведение 
массы на ускорение силы тяжести gmG  , можно связать изменение веса с 
изменением ускорения g . На полюсах 839,g  м/с2, на экваторе 789,g  м/с2, 
на средних широтах в расчетах принимают 819,g  м/с2. При решении задач о 
движении тел относительно Земли переносная сила инерции учитывается в си-
ле тяжести, т.е. в первом слагаемом формулы (1.6).  

Если переносное движение поступательное, равномерное и прямолиней-
ное то формула (1.6) принимает вид  ir Fam , откуда следует, что движение 
тела по отношению к подвижной системе отсчета, движущейся поступательно, 
равномерно и прямолинейно описывается такими же уравнениями, как и по от-
ношению к неподвижной системе отсчета. Этот постулат, отмеченный еще Га-
лилеем, выражает принцип относительности классической механики: ника-
кие механические явления, происходящие в среде, не могут обнаружить ее по-
ступательного, равномерного и прямолинейного движения. 

 
 
Пример 1.7 
Трубка  АВ  вращается с постоянной угловой скоростью   вокруг верти-

кальной оси, составляя с ней неизменный угол  45 . В трубке находится 
шарик M  массой m  (рис. 1.8). Определить закон относительного движения 
шарика в трубке, если его начальная скорость равна нулю и в начальный мо-
мент он находился на расстоянии lOM 0  от точки O , находящейся на оси 
вращения. 
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Решение 
Шарик M  совершает сложное 

движение: относительное (движется 
вдоль трубки) и переносное (враща-
ется вместе с трубкой).  

В произвольный момент вре-
мени на шарик действуют: сила тя-
жести G , одна из составляющих ре-
акций стенки трубки 1N , перенос-
ная сила инерции e . Поскольку 
трубка вращается с постоянной ско-
ростью, переносным ускорением 
точки M  будет только нормальное 
ускорение, тогда 

 
  sinxmman

ee
2 ,  

 
где x  – расстояние от точки O  до 
текущего положения точки M  по 
оси относительного движения Ox .     Рис. 1.8 

 
При движении точки в положительном направлении оси Ox  кориолисово 

ускорение направлено перпендикулярно плоскости рисунка и направлено от 
нас; в противоположную сторону (к нам) направлена кориолисова сила инерции 

 sinrKK vmma  2  ( xvr   – относительная скорость точки). Корио-
лисова сила прижимает шарик к стенке трубки, вследствие чего возникает от-
ветная реакция стенки трубки 2N , которая равна по модулю кориолисовой силе 
инерции и направлена в противоположную сторону (от нас). То есть реакция 
стенки трубки имеет две составляющие 1N  и 2N  (на рис. 1.8 2N  и K  не пока-
заны). 

Составляем дифференциальное уравнение относительного движения ша-
рика 

Ker NNGam   21 . 
 
В проекции на ось Ox  
 

 sincos er mgma  ;   sinsincos  xmmgxm 2 ; 
 

 cossin gxx  22   или  cosgxkx  2 , (*) 
 
где  222 sink . 
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Решать задачу можно двумя способами, как в примере 1.6. 
Полученное уравнение является неоднородным линейным дифференци-

альным уравнением второго порядка. Общее решение этого уравнения склады-
вается из общего решения однородного уравнения ( 02  xkx ) и частного ре-
шения неоднородного уравнения:  *** xxx  . 

 
*x  – общее решение однородного уравнения 02  xkx  имеет вид 

 
ktkt eCeCx  21* . 

 
Частное решение **x  ищем в виде константы 3C  и подставляем ее в ис-

ходное дифференциальное уравнение (*): 
 

cosgCk  3
20 ; **cos x

k
gC  23 . 

 
Полное решение дифференциального уравнения 
 

cos221 k
geCeCx ktkt   . 

 
Для определения постоянных 1C  и 2C  возьмем производную от послед-

него выражения и получим систему двух уравнений с учетом начальных усло-
вий: 














.

,cos
ktkt

ktkt

ekCekCvx
k
geCeCx

21

221




 

 
При 0t :  lx 0 , 00 x ; 

 














,

,cos
0

2
0

1

2
0

2
0

1

0 kk

kk

ekCekC
k
geCeCl 

 21 CC     и   cos221 k
glCC  . 

 
Тогда решением уравнения (*) будет 
 

 cos))(cos( 22 k
gee

k
glx ktkt    

или 

 cos)cos( 222
k
gktch

k
glx  . 
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Подставляя заданные в условии задачи величины 
 

22
245

22
222222  








 sinsink ,   

2
245  coscos , 

 
получим закон движения шарика в трубке  
 

22
2

2
22





gtchglx 








 )( . 

 
 
Пример 1.8 
Точка M  массой m  (рис. 1.9) начала двигаться со скоростью 30 v  м/с 

по шероховатому цилиндрическому каналу тела A , движущемуся в вертикаль-
ных направляющих по закону 32tz  , м. Найти закон движения точки и время 
движения ее до остановки, если коэффициент трения 10,f . 

 
Решение 
Точка M  совершает сложное движе-

ние: относительное (перемещение по телу A ) 
и переносное (вместе с телом A  вдоль верти-
кальных направляющих). На точку действу-
ют: сила тяжести G , нормальная реакция 
стенок канала N , сила трения трF  и пере-
носная сила инерции e . Кориолисова сила 
инерции отсутствует, т.к. переносное движе-
ние – поступательное. Дифференциальное 
уравнение относительного движения 

 
eтрr FNGam  . 

      
          Рис. 1.9 
 
В проекции на ось s  

тр
r F

dt
dvm  , 

  
где rv  – относительная скорость; 

 
)( eтр GfNfF  ; tmzme 12  ; 
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)( tmmgf
dt

dvm r 12 ; )( tgf
dt

dvr 12 . 

 
Разделяем переменные и интегрируем: 
 

  dttgfdvr )( 12 ;  1

2

2
12 Ctffgtvr  ; 

 

dt
dsvr  ;   dtCtffgtds )( 1

26 ; 

  

   21
32 2

2
1 CtCtffgts  . 

 
Подставляя начальные условия, определяем постоянные интегрирования: 

 
10 060 Cffgv  ; 01 vC  ; 

 

21
32 0020

2
10 CCffg  ;  02 C . 

 

Закон движения точки по каналу 32
0 2

2
1 tffgttvs  . 

 
Скорость точки 2

0 6 tffgtvvr  . 
 
Подставляя данные условия задачи, получим  
 

32 204903 ttts ,,   м. 
 
В момент остановки T  скорость точки равна нулю: 
 

2
0 60 TffgTv  , 

 
решая это уравнение, определяем время остановки: 
 

0
66

02 
f

vTgT , 056312  TT , ; 

 
1931 ,T  – не имеет смысла,  5612 ,T  с – время остановки точки. 
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2. ДИНАМИКА МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
 

2.1. Центр масс механической системы 
 
Механической системой (системой материальных точек) называется со-

вокупность точек, положение и движение каждой из которых зависит от поло-
жения и движения других точек. Если перемещение точек не ограничено ника-
кими связями, а обусловлено лишь действующими силами, то эту систему на-
зывают системой свободных точек. Если на точки системы наложены какие-
либо связи, то это система несвободных точек. Силы, действующие на точки 
механической системы, делятся на внешние и внутренние. 

Внешние силы eF  действуют на точки рассматриваемой системы со сто-
роны точек (тел), не входящих в данную систему. Внутренние силы iF  – это 
силы взаимодействия между точками рассматриваемой системы. На основании 
закона равенства действия и противодействия сумма всех внутренних сил ме-
ханической системы (главный вектор внутренних сил) равна нулю: 

 

0
1

 


n

k

i
k

i FR .     (2.1) 

 
С учетом теоремы Вариньона и главный момент всех внутренних сил 

системы относительно любого центра равен нулю. 
 
Одним из параметров, связывающих распределение масс данной системы 

в выбранной системе отсчета, является центр масс. Это геометрическая точка, 
положение которой определяется формулами: 

- в векторной форме 
 

m
rm

m
rmr kk

k

kk
c



  ,    (2.2) 

 
где mmk   – масса всей системы; 

 
- в проекциях на выбранные оси координат 
 




k

kk
c m

xmx , 



k

kk
c m

ymy , 



k

kk
c m

zmz .  (2.3) 

 
 
В поле сил тяжести центр масс совпадает с центром тяжести [7]. 
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Пример 2.1 
Определить положение центра тяже-

сти однородной пластины (рис. 2.1). 
 
Решение 
Данную пластину можно представить 

как сумму полукруга, прямоугольника и 
треугольника. Их массы пропорциональны 
площадям S , поэтому разделив на удель-
ную плотность числитель и знаменатель в 
формулах (2.2), получим      Рис. 2.1 

 




k

kk
c S

xSx , 



k

kk
c S

ySy , 

 
где  kS  – площади отдельных элементов пластины; 

kk yx ,  – координаты центров тяжести отдельных элементов пластины. 
 

Для данной задачи 
321

332211

SSS
xSxSxSxc 


 ; 

321

332211

SSS
ySySySyc 


 ; 

 

2

2

1
RS 

 ;  



3
4

2
2

3
2

1
RRx 

/
)/sin( ;  Ry 1 ; 

 
2

2 632 RRRS  ; Rx 512 , ;  Ry 2 ; 
 

2
3 2

2
1 RRRS  ; RRRx

3
10

3
133  ;  RRy

3
22

3
1

3  . 

 
Подставим эти данные в формулы для определения центра тяжести: 
 

R
R
R

RRR

RRRR
R
RR

xc 361
578
6611

6
2

3
10516

3
4

2
2

3

22
2

22
2

,
,
,

,










 






; 

 

R
R
R

RRR

RRRRRR

yc 930
578
97

6
2

3
16

2
2

3

22
2

22
2

,
,
,











. 
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2.2. Моменты инерции твердого тела 
 
Мерой инертности при вращательном движении механической системы 

или твердого тела являются моменты инерции, которые могут быть определены 
относительно полюса, оси или плоскости. 

Моментом инерции твердого тела относительно полюса (оси, плоскости) 
называется сумма произведений элементарных масс, составляющих тело, на 
квадраты их расстояний до полюса (оси, плоскости). Размерность момента 
инерции – кг∙м2. 

Полярный момент инерции 
  )( 2222

kkkkkkO zyxmrmI .  (2.4) 
 
Осевые моменты инерции: 

  )( 22
kkkx zymI ; 

  )( 22
kkky zxmI ;     (2.5) 

  )( 22
kkkz yxmI . 

 
Моменты инерции относительно координатных плоскостей: 

 2
kkxOy zmI ; 

 2
kkxOz ymI ;     (2.6) 

 2
kkyOz xmI . 

 
Между моментами инерции относительно полюса, оси и плоскости суще-

ствует зависимость: 

)( zyxyOzxOzxOyO IIIIIII 
2
1 .   (2.7) 

 
Если тело вращается вокруг оси, не проходящей че-

рез центр масс (рис. 2.2), то момент инерции вычисляется 
с помощью теоремы Штейнера-Гюйгенса (теоремы о мо-
ментах инерции твердого тела относительно параллель-
ных осей): 

2
1 mdII zz  ,  (2.8) 

 
где  zI  – момент инерции относительно оси z , проходя-
щей через центр масс; m  – масса тела; d  – расстояние 
между осями.             Рис. 2.2 
                 

На рис. 2.3 приведены примеры плоских и объемных однородных тел и 
их моменты инерции относительно осей, проходящих через центры масс. 
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тонкий однородный стержень: 

 

12

2mlII zx   

 
 

 
тонкий однородный диск: 

 

2

2mRI x  ,      
4

2mRII zy   

 

 
тонкая однородная пластина: 

 

3

22 )( bamI x


 ,    
3

2mbI y  ,    
3

2maI z   

 однородный круглый цилиндр: 
 











124

22 HRmII yx ,  

 

2

2mRI z   

 
 
 
 
 
 
 
 

 
однородный круговой конус: 

 
230 mRI z ,  

 
 
 
 
 
 

 
однородный шар: 

 
240 mRIII zyx ,  

Рис. 2.3 
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Для тел сложной конфигурации момент инерции можно определить по 
формуле 

2mIO  ,     (2.9) 
где    (иногда i ) – радиус инерции – величина, определяемая эксперимен-
тально. 

 
 
Пример 2.2 
Определить момент инерции тонкого одно-

родного стержня массой m  и длиной l , вращаю-
щегося вокруг оси, перпендикулярной плоскости 
вращения и проходящей через точку O , отстоя-

щую от конца стержня на расстоянии l
3
1  (рис. 2.4). 

Рис. 2.4 
 
Решение 
Момент инерции стержня относительно оси Cz , проходящей через центр    

масс стержня – точку C , 

12

2mlI z  . 

 
С учетом теоремы Штейнера-Гюйгенса 2

1
mdII zz  . 

               
Расстояние между осями z  и 1z   

 

632
llld  , 

 

22
22

9
1

36
4

6121
mlmllmmlI z 






 . 

 
 
Пример 2.3 
Два одинаковых однородных стержня массой m  и 

длиной l  каждый соединены между собой под прямым уг-
лом (рис. 2.5). Определить момент инерции этой системы 
относительно оси, проходящей через конец А стержня пер-
пендикулярно плоскости чертежа. 

 
    Рис. 2.5 
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Решение 
Точки 1C  и 2C  – центры масс стержней. Момент инерции системы 

стержней 
BDABzA III  ; 

 

3412212

22222
2

11

mlmlmllmmlACmII zCAB 





 )( ;  

 

6
8

412

22
2

2
2

22

mlllmmlACmII zCBD 







 )( ; 

 
2

22

3
5

6
8

3
mlmlmlIII BDABzA  . 

 
 
 
Пример 2.4 
К однородному тонкому диску массой m  и радиу-

сом R  прикреплена тяжелая точка А массой m2  (рис. 
2.6). Определить момент инерции механической системы 
относительно оси, перпендикулярной плоскости диска и 
проходящей через точку О. 

 
Решение 
Момент инерции системы АдискаO III  .          Рис. 2.6 
 
Момент инерции диска                   

22
2

2
3

2
mRmRmRIдиска  . 

 
Момент инерции тяжелой точки                   

 
2222 422 mRRRmOAmI А  )()( . 

 
Окончательно имеем 
 

222 554
2
3 mRmRmRIO , . 
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2.3. Общие теоремы динамики 
 
Общие теоремы динамики являются следствиями основных законов ме-

ханики Ньютона, дополненными для несвободных механических систем аксио-
мой об освобождении связей. К общим теоремам относятся: 

- теорема о движении центра масс; 
- теорема об изменении количества движения; 
- теорема об изменении момента количества движения (кинетического 

момента); 
- теорема об изменении кинетической энергии. 
 
 

2.3.1. Теорема о движении центра масс 
 
Для каждой точки механической системы, находящейся под действием 

сил, может быть записано соотношение 
 

i
k

e
kkk FFam   ,    (2.10) 

 
где e

kF  – результирующая действующих на точку внешних сил; 
i

kF  – результирующая действующих на точку внутренних сил системы. 
 
Просуммировав выражение для всех точек движущейся системы, полу-

чим 
  i

k
e

kkk FFam ,   (2.11) 
 

где  C
C

Ckk
k

kkk am
dt

rdmrm
dt
drm

dt
d

dt
rdmam   2

2

2

2

2

2

2

2

)( ; 

 
ee

k RF   – главный вектор внешних сил; 
 

0 ii
k RF  – главный вектор внутренних сил. 

 
Из приведенных выражений следует теорема о движении центра масс 
 

e
C Ram   или eC R

dt
rdm 2

2

,   (2.12) 

 
т.е. центр масс системы движется как материальная точка под действием 
главного вектора внешних сил. 
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Внутренние силы не влияют на движение центра масс. Формулу (2.12) 
можно спроецировать на оси декартовой системы координат и получить три 
скалярных выражения: 

e
xC Rxm  ,  
e
yC Rym  ,     (2.13) 
e
zC Rzm  .    

 
Формулы (2.12) и (2.13) представляют собой дифференциальные уравне-

ния движения центра масс, т.е. описывают движение одной точки системы. 
 
Из теоремы о движении центра масс вытекают следствия: 
- если главный вектор внешних сил 0eR , то 0Ca  и constvC  , т.е. 

центр масс движется с постоянной скоростью; если в начальный момент време-
ни скорость центра масс 0Cv , то центр масс неподвижен; 

- если проекция главного вектора внешних сил на какую-либо ось равна 
нулю (например, 0e

xR ), то скорость центра масс в проекции на эту ось будет 
постоянной ( constxv CCx   ); если эта проекция в начальный момент времени 
была равна нулю ( 0Cxv ), то и координата центра масс по этой оси не изменя-
ется ( constxC  ). 

 
 
Пример 2.5 
Сплошной однородный диск массой 1m  и 

радиусом R  вместе с прикрепленной к его ободу 
тяжелой точкой A  массой 2m  вращается в верти-
кальной плоскости вокруг неподвижной оси, про-
ходящей через центр масс диска O , с угловой 
скоростью   (рис. 2.7). Определить реакцию 
опоры в точке O .      
     

Рис. 2.7 
Решение 
Диск вращается по закону t  . На механическую систему действуют 

силы тяжести 1G , 2G  и реакция опоры OR , которая имеет две составляющие в 
проекции на оси выбранной системы координат xOy . Уравнения движения 
центра масс в проекции на оси: 

 
OxC Rxm  ;  OyC RGGym  21 ;  21 mmm  . 
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Координаты центра масс 
 

t
m

Rm
m

tRmm
m

xmxm
m

xmx
k

kk
c  coscos 2212211 0









 ; 

 

t
m

Rm
m

tRmm
m

ymym
m

ymy
k

kk
c  sinsin 2212211 0









 . 

 
Ускорение центра масс в проекции на оси координат 
 

t
m
Rm

dt
xdx C

c 
 cos

2
2

2

2

 ; t
m
Rm

dt
ydy C

c 
 sin

2
2

2

2

 . 

 
Подставляем последние выражения в уравнения движения: 
 

OxRt
m
Rmm  
 cos

2
2 ; OyRGGt

m
Rmm  21

2
2 

 sin ; 

 
tRmROx  cos2

2 ;  tRmgmgmROy  sin2
221  . 

 
Величина реакции опоры 22

OyOxO RRR  . 
 
 
Пример 2.6 
Тело D  массой 1m  покоится на 

гладкой горизонтальной плоскости. По 
каналу AB , составляющему угол   с 
горизонтом, из начала канала A  начи-
нает двигаться точка M  массой 2m  по 
закону utAM   (рис. 2.8). Опреде-
лить смещение l  тела D . 

 
Решение 
Внешние силы, действующие на 

механическую систему, вертикальны, 
и их проекции на горизонтальную ось 
x  равны нулю, следовательно, должно 
выполняться второе следствие из тео-
ремы о движении центра масс: ско-
рость Cxv  постоянна.       Рис. 2.8 
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 В начальный момент система покоилась ( 0Cxv ), поэтому координата 
Cx  не изменяется. Определим положение центра масс системы относительно 

оси x  в начальный и конечный моменты времени: 

21

1

21

21

21

2211 2
0

2
0 mm

dm

mm

mdm

mm
xmxm

m
xmx
k

kk
C 












 ; 

 

21

21

21

2211 2
mm

utlmdlm

mm
xmxm

m
xmx
k

kk
C 









 )cos()('' 

. 

 
Поскольку CC xx 

0
, то 

)cos()( utlmdlmdm  211 22
; cosutmlmlm 2210  ; 

     cos
21

2

mm
utml


 . 

 
Знак минус говорит о том, что смещение тела D  произойдет влево. 

 
 

2.3.2. Количество движения точки и системы 
 
Количество движения – одна из мер механического движения. Для точ-

ки эта величина определяется формулой 
 

vmq   [кг∙м/с],    (2.14) 
 

вектор количества движения направлен так же, как и вектор скорости точки. 
 
Для механической системы: 
 

  kkk vmqQ ;    (2.15) 
 

C
C

Ckk
k

kkk vm
dt
rdmrm

dt
drm

dt
d

dt
rdmvmQ    )( ; 

 
CvmQ  ,     (2.16) 

 
где Cv  – скорость центра масс, m  – масса системы. 
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Пример 2.7 
Механическая система состоит из неподвиж-

ного колеса 1 радиуса R  и массы 1m , подвижного 
колеса радиуса r  и массы 2m  и соединяющего оси 
колес кривошипа OA (рис. 2.9). Кривошип, являю-
щийся однородным стержнем массы 3m , вращается 
с угловой скоростью  . Определить количество 
движения системы.         Рис. 2.9 

 
Решение 
Система состоит из трех тел, поэтому ее количество движения складыва-

ется из количеств движения каждого тела: 
 

OAQQQQ  21 ; 
 

0011 1
 vmvmQ C , т.к. центр масс колеса 1 неподвижен; 

 
AvmQ 22  ,   где )( rRvA    – скорость центра масс колеса 2; 

 
)( rRmQ  22 , вектор 2Q  направлен так же, как и вектор Av ; 

 

233 3

rRmvmQ COA


  . 

 
Векторы 2Q  и OAQ  имеют одинаковое направление, поэтому могут быть 

сложены алгебраически: 
 

)()( rRmmrRmrRmQQQ OA 





 


 

22
3

2322 . 

 
 
Пример 2.8 
Кривошипно-шатунный механизм (рис. 2.10) состоит из кривошипа OA 

длиной r  и массой m , шатуна AB  длиной rl 2  и массой m2  и ползуна B  
массой m3 . Кривошип вращается в данный момент с угловой скоростью   и 
составляет угол  30  с осью Ox . Определить количество движения системы 
в данный момент времени. 

 
Решение 
Количество движения системы, состоящей из трех движущихся деталей, 

определяется как сумма количеств движения каждой детали: 
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BABOA QQQQ  ;    (*) 
 

1COAOA vmQ  ;   
2CABAB vmQ  ;  BBB vmQ  . 

 
 

 
Рис. 2.10 

 
 
Скорость центра масс кривошипа OA 
 

rrvC 
2
1

2
1

1
 . 

 
Звено AB  в данный момент времени вращается вокруг мгновенного цен-

тра скоростей vC . Для скоростей точек BCA ,, 2  можно составить пропорцию 
 

AB
v

B

v

C

v

A

BC
v

CC
v

AC
v


2

2 . 

 
Точка A  принадлежит и шатуну и кривошипу. Ее скорость rv A  . 
 

rrABACv 3
4

3
22

30








cos
; 

3
2

2
1

3
430 rrACBC vv  sin ; 

 

3
7

3
2 2

222
22 rrrBCBCCC vv 






 )()( ; 

 

4
3

4
3 

 



r
r

AC
v

v

A
AB . 
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С учетом последних выражений найдем скорости центров масс шатуна и 
ползуна: 

 

4
7

3
7

4
3

22

rrCCv vABC



 ; 

 

23
2

4
3 rrBCv vABB

  ; 

 

7
2

2


v

v

CC
BC

cos ; 
7
3

2

2 
vCC

BC
sin . 

 
Количество движения каждой детали механизма 
 

rmrmQOA 
2
1

2
1

 ;  rmrmQAB 


2
7

4
72  ; 

 

rmrmQB 
2
3

2
3  . 

 
Векторы количеств движения деталей системы направлены так же, как и 

скорости их центров масс. Для аналитического сложения спроецируем выраже-
ние (*) на оси выбранной системы отсчета: 

 
 18090 coscos)cos( BABOAx QQQQ   

 

rmrmrmrm 
4

111
2
3

7
2

2
7

2
1

2
1







 ; 

 
 

 90cossincos BABOAy QQQQ   
 

rmrmrm 
4

330
7
3

2
7

2
3

2
1

 ; 

 
 

rmrmrmQQQ yx  043
4

33
4

11
22

22 ,














  . 
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Направление вектора количества движения определяют углы, которые он 
составляет с осями координат: 
 

с осью Ox :   910
043
4

11

,
,

cos 



rm

rm

Q
Qx




 ,  155 ; 

 
 

с осью Oy :   430
043
4

33

,
,

cos 
rm

rm

Q
Q y




 ,  65 . 

 
 

2.3.3. Импульс силы 
 
Действие силы на материальную точку в течение малого промежутка 

времени характеризуется элементарным импульсом силы 
 

tFS   , [Н∙с].   (2.17) 
 
Импульс силы за конечный промежуток времени 
 


t

dtFS
0

.    (2.18) 

 
Если сила постоянна, то ее импульс tFS  . 
 
Проекции импульса на оси декартовой системы координат: 
 


t

xx dtFS
0

; 
t

yy dtFS
0

; 
t

zz dtFS
0

; 

 
модуль импульса 

222
zyx SSSS  . 

 
Направление импульса определяется с помощью углов, образуемых век-

тором импульса с осями координат: 
 

S
SiS x



)cos( ;  
S

S
jS y



)cos( ;  
S
S

kS z


)cos( . 
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Пример 2.9 
Определить результирующий им-

пульс сил 1F  и 2F  (рис. 2.11) за проме-
жуток времени 3t  с, если tF 21   Н, 

22 F  Н,  30 ,  135 . 
 
Решение 
Определим импульс каждой силы 

за время 3t  с: 
 

92
3

0
2

3

0
1   tdttS  Н∙с; 

         Рис. 2.11 
63222  tS  Н∙с. 

 
Проекции результирующего импульса на оси координат: 
 

543
2
26

2
3945630918021 ,coscos)cos(cos   SSS x  Н∙с; 

 

738
2
26

2
19135630921 ,sinsinsinsin   SSS y  Н∙с. 

 
Результирующий импульс 
 

439738543 2222 ,,,  yx SSS  Н∙с. 
 
Направление вектора импульса 
 

3750
439
543 ,
,
,cos)cos( 



S
SiS x ,   68 ; 

 
 

9260
439
738 ,

,
,cos)cos( 



S
S

jS y ,   22 . 
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2.3.4. Теорема об изменении количества движения 
 
Преобразуем основное уравнение динамики: 
 

Fam  , F
dt

vmd
dt
vdm 

)( ;  

 

F
dt

vmd


)( ;    (2.19) 

 
dtFvmd )( ; Svmd )( .   (2.20) 

 
Если проинтегрировать равенство 
 

 
tv

v
dtFvmd

0

2

1

)( ,  

то получим 
Svmvm  12 .    (2.21) 

 
Выражения (2.19)–(2.21) есть разные формы записи теоремы об измене-

нии количества движения точки.  
 
Если учесть, что сумма внутренних сил в механической системе равна 

нулю, то для механической системы можно получить следующие записи теоре-
мы об изменении количества движения системы: 

 
eC F

dt
vmd


)( ; eSQd   ; eSQQ  12 .  (2.22) 

 
Следствия из теоремы являются законами сохранения количества движе-

ния: 
- если импульс действующих сил равен нулю, то количество движения не 

изменяется; 
- если проекция импульса действующих сил на какую-либо ось равна ну-

лю, то проекция количества движения на эту ось постоянна. 
 
Пример 2.10 
Тело A  массой 1m  и тело B  массой 2m  покоятся на горизонтальной 

гладкой плоскости. В некоторый момент времени тело B  начинает двигаться 
по телу A  с относительной скоростью ktv 22   м/с (рис. 2.12).  

Найти скорость тела A  в момент времени 1t , когда тело B  пройдет путь 
s  относительно тела A . 
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Рис. 2.12 

 
Решение 
Пусть 1v  – скорость тела A , тогда абсолютная скорость тела B  равна 

сумме переносной и относительной скоростей: 21 vvvB  . Внешними силами 
являются силы тяжести 1G , 2G  и нормальная реакция горизонтальной плоско-
сти N . Проекции сил на горизонтальную ось движения тел равны нулю, поэто-
му 0e

xS , и должен выполняться закон сохранения импульса: 
 

00  xx QQ . 
 
В начальный момент времени система находилась в покое, поэтому 00 xQ . 

 
Количество движения системы в момент времени t  
 

021211  )( vvmvmQx ,   отсюда   
21

2

21

22
1

2
mm
ktm

mm
vmv





 , 

 
т.е. тело A  будет перемещаться в отрицательном направлении по отношению к 
оси Ox  (на рисунке 2.12 – влево). 

Поскольку 
dt
dsv 2 , то 

2
1

00
2

11

2 ktdtktdtvs
tt

  ; 
k
st 1 ; 

21

2

21

2

1
22

mm
ksm

mm
k
skm

v





 . 

 
 
Пример 2.11 
Струя воды вытекает со скоростью v  из наконечника пожарного рукава с 

поперечным сечением f (м2) под углом   к горизонту. Пренебрегая действием 
силы тяжести на форму струи и считая, что все частицы жидкости растекаются 
по стене, определить силу давления струи на вертикальную стену (рис. 2.13). 
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Решение 
Для струи жидкости от наконечника по-

жарного рукава до стены можно записать тео-
рему об изменении количества движения в 
проекции на ось Ox : 

 
e
xxx SQQ  0 . 

 
Проекция импульса внешних сил на го-

ризонтальную ось  
 

 NS e
x ,       Рис. 2.13 

 
где  N  – реакция стены – сила, равная по величине и направленная противо-
положно силе давления струи, спроецированной на ось Ox ; 

  – время движения частиц жидкости от наконечника рукава до стены. 
 
В начальный момент времени  coscos 2

0 vfvvfmvQ xx  , 
где   – плотность жидкости. 

Проекция количества движения на горизонтальную ось в конечный мо-
мент времени 0xQ , т.к. вся жидкость растекается по вертикальной стене. 

 
Тогда   e

xx SQ 0 ,      Nvf cos2 ,    отсюда    cos2vfN  . 
 
Сила давления струи жидкости противоположна силе реакции стены и 

максимальна при  0 . 
 
При решении последней задачи можно использовать теорему Эйлера для 

сплошных сред (интерпретацию теоремы об изменении количества движения): 
 

021  повоб FFvmvm , 
 

т.е. геометрическая сумма главных векторов поверхностных сил повF , 
объемных сил обF  и векторов секундных количеств движения жидкости, 
протекающих через замкнутый объем и направленных внутрь объема, 
равна нулю. 
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2.3.5. Теорема об изменении момента количества движения  
(кинетического момента) 

 
В разделе «Статика» курса теоретической механики введено понятие мо-

мента силы относительно точки: FrFMO )(  (рис. 2.14, а). Аналогом ему 
является понятие момента количества движения (рисунок 2.14, б): 

 
vmrlO  , кг∙м2/с.    (2.23) 

 

 
Рис. 2.14 

 
Вектор момента количества движения перпендикулярен плоскости, в ко-

торой лежат вектор количества движения vm  и радиус-вектор точки r . Чис-
ленная величина момента количества движения sinmvrlO  . Его проекции 
на оси (моменты количества движения относительно координатных осей) опре-
деляются, если расписать векторное произведение: 

 

kljlil
mvmvmv

zyx
kji

vmrl zyx

zyx

O  ,  (2.24) 

где  yzx mvzmvyl  ; 
 

zxy mvxmvzl  ; 
 

xyz mvymvxl  . 
 
Сумма моментов количества движения всех точек, входящих в систему, 

называется главным моментом количества движения (моментом количества 
движения системы): 

   kkkOkO vmrlL .   (2.25)  
 
Эту величину также называют кинетическим моментом. 
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Кинетический момент твердого тела, вращающе-
гося вокруг неподвижной оси, может быть определен 
следующим образом. Момент количества движения 
точки kM , вращающейся вокруг неподвижной оси, 

 
kkkkkkk rmrvmrl   , 

 
где  kk rv    – скорость точки kM , зависящая от уг-
ловой скорости вращения твердого тела   и кратчай-
шего расстояния до оси вращения kr  (рис. 2.15). 

Суммируя моменты количеств движения всех то-
чек твердого тела, получим выражение для кинетиче-
ского момента вращающегося твердого тела    Рис. 2.15 
   

z

n

k
kk

n

k
kkk

n

k
kz IrmrmrlL   

 1

2

11
,  т.е. zz IL  , (2.26) 

 
где  zI  – момент инерции тела относительно оси его вращения. 

 
Возьмем производную по времени от момента количества движения точ-

ки: 

Framrvmv
dt

vmdrvm
dt

rdvmr
dt
d

dt
ld Ok 

)()( ; 

 

)(FM
dt
ld

O
Ok  .    (2.27) 

 
Формула (2.27) выражает теорему об изменении момента количества 

движения точки: производная по времени от момента количества движе-
ния точки относительно любого центра равна моменту действующей на 
точку силы относительно того же центра. 

 
Просуммировав по всем точкам механической системы, получим 
 

e
O

e
kO

O MFM
dt
Ld

  )( .   (2.28) 

 
Формула (2.28) выражает теорему об изменении кинетического момен-

та механической системы: производная по времени от кинетического мо-
мента системы относительно любого центра равна главному моменту 
внешних действующих сил относительно того же центра. 
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Векторное равенство (2.28) может быть спроецировано на выбранные оси 
координат: 

e
x

x M
dt
Ld

 ; e
y

y M
dt
Ld

 ;  e
z

z M
dt
Ld

 .  (2.29) 

 
Следствия из последней теоремы выражают законы сохранения кинети-

ческого момента: 
1) если главный момент внешних сил относительно какого-либо центра 

равен нулю ( 0e
OM ), кинетический момент системы относительно того же 

центра не изменяется ( 0
dt
Ld O , constLO  ); 

2) если главный момент внешних сил относительно какой-либо оси равен 
нулю ( 0e

zM ), кинетический момент системы относительно той же оси не из-

меняется ( 0
dt
Ld z , constLz  ); например для вращающегося вокруг оси z  те-

ла: 10 10
 zz II  , где индексы «0» относятся к начальному моменту времени, 

индексы «1» – к конечному. 
 
Для твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси z , теорема об 

изменении кинетического момента выглядит следующим образом: 
 

e
zzz

z MI
dt
dI

dt
Id

 
 )(

  или   e
zz MI  . (2.30) 

 
Формулы (2.30) есть дифференциальные уравнения вращательного 

движения твердого тела.  
 
 
Пример 2.12 
На барабан A , сплошной однородный цилиндр массой 1m  и радиусом R , 

намотана невесомая нить (рис. 2.16). К ее свисающему концу прикреплен груз 
B  массой 2m , который начинает двигаться вниз по закону 2ktax  . В мо-
мент времени t  определить кинетический момент системы относительно оси 
вращения барабана. 

 
Решение 
Механическая система состоит из двух тел. Момент количества движения 

тела A , вращающегося вокруг неподвижной оси, проходящей через центр O  
барабана,  


2

2
1RmIL AAO

 . 
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Момент количества движения тела B , дви-
жущегося поступательно, 

 

BB vmRL
O 2 ;  kt

dt
dxvB 2 ; 

 
ktmRL

OB 22 . 
 
Так как нить нерастяжима, то KB vv  , тогда 

 

R
kt

R
v

R
v Bk 2

 . 

 
Кинетический момент системы        Рис. 2.16 
 

tkRmmktmR
R
ktRmLLL

OO BAO )( 212

2
1 222
2

 . 

 
 
Пример 2.13 
Трубка AB  длиной l  и массой mm 31   

(считать однородным стержнем) прикреплена под 
прямым углом к вертикальной оси 21OO  (рис. 
2.17). В трубке находится тяжелая точка D  мас-
сой mm 2 .  

В некоторый момент времени под действи-
ем момента tMвр   Н∙м трубка начинает вра-
щаться, а точка D  двигаться вдоль трубки по за-
кону tlkADs  , м (  и k  – постоянные вели-
чины). Определить угловую скорость трубки   в 
момент времени 2t  с.       Рис. 2.17  
           

Решение 
Эта задача может быть решена с помощью теоремы об изменении кине-

тического момента:            
e
z

z M
dt
Ld

 . 

 
Кинетический момент системы zL  определяется как сумма кинетического 

момента вращающейся вокруг оси z  трубки AB  и момента количества движе-
ния точки D : zDzABz LLL  . 
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Кинетический момент трубки AB    
 

ABzAB IL  , 
 

где   – угловая скорость вращения трубки; 

ABI  – момент инерции трубки, 2
2

1

3
lmlmI AB  ; 

 
2lmLAB  . 

 
Точка D  совершает сложное движение: относительное – при движении 

вдоль трубки, переносное – при вращении вместе с трубкой вокруг оси z . Век-
тор количества движения точки D  от относительной скорости направлен вдоль 
трубки и пересекает ось z , поэтому момент этого количества движения относи-
тельно оси z  равен нулю. Момент количества движения точки D  от перенос-
ной скорости равен 

 
 2222

222 tlkmsmsmsvmsL ezD  )( . 
 
Кинетический момент всей системы 
 

 )( 2222222 1 tklmtlkmlmLLL zDzABz  . 
 
На данную механическую систему дейст-

вуют внешние силы (рис. 2.18): силы тяжести 
трубки 1G  и точки 2G , реакции опор 

1OX , 
2OX , 

1OY , 
2OY , 

2OZ  и вращающий момент врM .  
Внутренние силы системы (силы взаимо-

действия между трубкой и шариком), силы тя-
жести, параллельные оси, и реакции опор, пере-
секающие ось вращения, не создают моментов 
относительно оси z . В уравнение войдет только 
вращающий момент врM . Для условий этой за-
дачи получаем 

 

  ttklm
dt
d   )( 222 1 .    Рис. 2.18   

 
Далее разделяем переменные и интегрируем с учетом начальных условий 

(при 0t : 00  ): 
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t
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




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 





 t

tk
tkd

klm
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0
22

22
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  012 2222  )ln(ln)ln( tkklm  ; 
 

)ln(
)ln(

ln 22
22 1

2
tk

klm


 
 ; 

 
22

22 1
2

tk
klm


 
 ; 

 


 22

22 2
1

klm
tk




; 22
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22
22

11
112

tk
tk

tk
klm












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)( 222

2

22
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22 1212 tklm
t

tk
tk

klm 











 . 

 

При 2t  с   
)( 222 1

2
tklm 


 . 
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Пример 2.14 
Однородный диск массой 1m  и радиусом R  и точка D  массой 2m , нахо-

дящаяся на ободе диска, вращаются вокруг вертикальной оси 21OO , перпенди-
кулярной плоскости диска (рис. 2.19, а), с угловой скоростью 0 . В некоторый 
момент времени точка D  начинает двигаться по диаметру AB  диска по закону 

26 tRAD  . В момент времени 50,t  с  определить угловую скорость диска. 
 
Решение 
На рис. 2.19: б – вид сверху для начального 

положения точки. Внешние силы, действующие 
на механическую систему,  не создают моментов 
относительно оси 21OO : силы тяжести диска 1G  и 
точки 2G  параллельны оси 21OO , реакции опор 

1OR  и 
2OR  пересекают ось 21OO .  

Поэтому в данной задаче имеет место закон 
сохранения момента количества движения (кине-
тического момента): 

       

      0
dt
Ld z ,  constLz  . 

 
В начальный момент времени кинетический 

момент системы 
 

 0201000
 OAmOAILLL Dдискаz  

       
             Рис. 2.19 









 0

2
20

2
1

2
1 2
2

 )(RmRmRm          

 

0
2

21 2
2
3 Rmm 






  . 

 
Момент инерции диска 1I  определен с помощью теоремы Штейнера-

Гюйгенса (см. формулу (2.8)).  
 
В момент времени 50,t  с диск повернется на какой-то угол  , точка D  

сместится на расстояние RRAD
2
3

2
16

2







  (рис. 2.20). Скорость точки оп-

ределяется суммой переносной ev  и относительной rv  скоростей: 
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2
5

2

2
2 RRRODve  






  м/с; 

   

tRtR
dt
dvr 126 2  )( ;  

 
при 50,t  с     

Rvr 6  м/с.    
             Рис. 2.20 

 
Момент количества движения точки D  с учетом переносной и относи-

тельной скоростей точки 
 







  22

22
2

222 6
4
56 RRmRmRODmvmRODmODL rD  )( . 

 
Кинетический момент диска 
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
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



 2

1

2

11 2
RmRmILдиска . 

 
Кинетический момент всей системы 
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2
3 2

2
2

1  RmRmLLL Dдискаz . 

 
Из условия zz LL 

0
 находим угловую скорость диска: 

 



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
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
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2.3.6. Кинетическая энергия точки и системы 
 

Кинетическая энергия – одна из мер механического движения – для точки 
определяется по формуле 

2

2mvT  , [Дж],    (2.31) 

 

для механической системы   



n

1k

kkvmT
2

2

,    (2.32) 

 
где  km  – масса k -й точки системы; 
 kv  – скорость k -й точки системы. 

 
Более удобной для расчетов является формула, полученная Иоганном Ке-

нигом (1712-1757): 


22

22
krkC vmmvT ,    (2.33)  

 
где  m  – масса всей системы; 
 Cv  – скорость центра масс системы; 
 krv  – относительная скорость k -й точки по отношению к центру масс 
( krCk vvv  ). 

 
Из формулы Кенига можно получить выражения для расчета кинетиче-

ской энергии твердого тела: 
 
- при поступательном движении тела Ck vv  , 0krv , 
 

2

2
CmvT  ;     (2.34) 

   
- при вращении тела вокруг оси, проходящей через его центр масс,  
 

2

2zI
T  ,     (2.35) 

 
где  zI  – момент инерции тела относительно оси z , проходящей в данный 
момент времени через центр масс; 
 

  – угловая скорость вращения тела; 
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- при произвольном движении тела (например, при плоскопараллельном 
движении) 

22

22 CC ImvT  ,    (2.36) 

 
где  CI  – момент инерции тела относительно мгновенной оси вращения, 
проходящей через центр масс. 
 
 

Пример 2.15 
Определить кинетическую энергию однородного 

стержня (рис. 2.21) массой m  и длиной l , вращающе-
гося с угловой скоростью   вокруг оси, перпендику-
лярной плоскости чертежа и проходящей через начало 
стержня.           Рис. 2.21 

           
Решение 
Определяем кинетическую энергию по формуле (2.35): 
 

2

2IT  ;  
3

2lmI  ;  22

6
1 lmT  . 

 

Если учесть, что скорость центра масс стержня 
2
lv  , а момент инер-

ции стержня относительно оси, проходящей через его центр масс 
12

2lmI  , 

можно воспользоваться формулой (2.36): 
 
 

22
2222

2
22

22

6
1

2482
12

2
2

22


 lmmlml
mllm

ImvT 









 

 . 

 
 
 
Пример 2.16 
Груз A  массой 1m  движется вниз со скоростью Av  и посредством неве-

сомой нити, переброшенной через блок B , заставляет катиться каток D  (рис. 
2.22). Каток D  и блок B   – сплошные однородные цилиндры массой 2m  и ра-
диусом R . Определить кинетическую энергию системы. 
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Решение 
Механическая система состоит из трех 

тел. Кинетическая энергия системы склады-
вается из кинетических энергий груза A , 
блока B  и катка D : 

 
DBA TTTT  . 

 
Груз A  движется поступательно, сле-

довательно, 
2

2
1 A

A
vmT  . 

Рис. 2.22 
Блок B  вращается вокруг неподвижной оси: 
 

2

2
BB

B
IT 

 ; 
2

2
2 RmI B  ; 

R
v A

B  ; 

 

2
2

22
2

4
1

22
1

A
A

B vm
R
vRmT 






  . 

 
Каток D  совершает плоскопараллельное движение: 
 

22

22
2 CC

D
IvmT  , 

 
где Cv  – скорость центра масс катка, 2/AC vv  ; 

  – угловая скорость катка, 
R

v A

2
 ; 

CI  – момент инерции катка относительно центра масс, 
2

2
2 RmIC  . 

 

2
2

22
2

2

2 16
3

222
1

22
1

A
AA

D vm
R

vRmvmT 












 . 

 
Полная кинетическая энергия системы 
 

28
7

16
3

42

2

21

2
2

2
2

2
1 AAAA vmmvmvmvmT 






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2.3.7. Работа силы 
 
Работа силы – величина, характеризующая эффект от действия силы. 

Элементарная работа 
sFA   , [Н∙м].    (2.37) 

 
По правилам скалярного произведения можно получить 
 

 cos sFA ,    (2.38) 
 
где   – угол между направлением действия силы и перемещения. 
 

zZyYxXA   ,   (2.39) 
 
где  ZYX ,,  – проекции силы; 
 zyx  ,,  – проекции перемещения точки приложения силы. 
 

Работа постоянной по модулю и направлению силы F  на прямолиней-
ном перемещении s  точки ее приложения равна 

 
cos),cos(  sFsFsFsFA .  (2.40) 

 
Если угол   острый, то работа силы положительна, если тупой – отрица-

тельна. Если направления силы и перемещения совпадают ( 0 ), то FsA  ; 
если направление силы перпендикулярно направлению перемещения (  90 ), 
то 0A ; если направление силы противоположно направлению перемещения 
( 180 ), то FsA  . 

 
В случае переменной силы: 
 

 sdFA .     (2.41) 
 
Для силы, действующей на вращающееся вокруг оси тело: 
 

 dFMA z )( .    (2.42) 
 
Работа равнодействующей силы на некотором перемещении равна алгеб-

раической сумме работ составляющих сил на том же перемещении: 
 

nn AAAsFFFsRA   ...)...( 2121 . 
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Механическая система называется консервативной, если на ее точки 
действуют потенциальные силы, т.е. силы, работа которых не зависит от траек-
тории перемещения точек их приложения. Потенциальная энергия консерва-
тивной механической системы в данном положении равна работе действующих 
потенциальных сил при перемещении системы из этого положения в положе-
ние, принимаемое за нулевое: 

 
10110  A ; 22002  A ;   

 
2112  A .    (2.43) 

 
 
 

Пример 2.17 
Тяжелая точка перемещается в сис-

теме отсчета Oxyz  (рис. 2.23). Определить 
работу силы тяжести при перемещении 
точки из положения 1M  в положение 2M . 

 
Решение 
Элементарная работа силы тяжести 
 

dzGdzZdzZdyYxdXA  . 
      

    
Рис. 2.23 

 
Проекции силы тяжести на оси Ox  и Oy  равны нулю. Тогда  
 

hGzzGdzGA
z

z
  )( 2112

2

1

, 

 
где h  – вертикальное перемещение точки. 
 
 

Пример 2.18 
Определить работу силы упругости 

пружины при перемещении груза из положе-
ния 1x  в положение 2x  (рис. 2.24); c  – жест-
кость пружины; 0l  – длина пружины в нерас-
тянутом состоянии.    
          Рис. 2.24 
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Решение 
Начало отсчета по оси x  примем в положении O  конца нерастянутой 

пружины. Сила упругости xcFупр  . Работа этой силы 
 

xxcA   ;  )( 2
1

2
2

2

2
1

2

2

1

2

1

xxccxdxxcA
x

x

x

x
  . 

 
 
Пример 2.19 
Определить работу момента сопротивления 

при качении цилиндра вниз по наклонной плос-
кости (рис. 2.25); m  – масса цилиндра, kf  – ко-
эффициент трения качения,   – угол наклона 
плоскости, s  – путь, пройденный осью цилиндра. 

 
Решение 
Момент сопротивления качения определя-

ется по формуле 
 

NfM kсопр  , 
Рис. 2.25 

где N  – нормальная реакция плоскости;       
 

 coscos mgGN  . 
 

Тогда  cosmgfM kсопр  .       
 
При прохождении осью цилиндра пути s  сам цилиндр повернется на угол 
Rs / . Поскольку момент сопротивления качению постоянен и направлен в 

сторону, противоположную движению цилиндра, то его работа равна 
 

R
smgfMA kсопр  cos . 
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2.3.8. Теорема об изменении кинетической энергии  
 
Второй закон Ньютона можно записать в виде 

 

F
dt
vdm  .     (2.44) 

 

Произведем следующее преобразование 
sd

vdv
sd
sd

dt
vd

dt
vd 

  и подста-

вим его в формулу (2.44): 

F
sd

vdvm 
 . 

Внесем под знак дифференциала скорость и массу: sdFmvd


2

2 )(  и по-

лучим следующие выражения: 
  

  Amvd


2

2 )(  или  Amvmv


22

2
0

2

.  (2.45) 

 
Формулы (2.45) представляют собой различные формы записи теоремы 

об изменении кинетической энергии точки.  
 
Просуммировав эти выражения по всем точкам системы, получим 
 

ie AAdT   ,     (2.46) 
 
т.е дифференциал от кинетической энергии системы равен сумме элемен-
тарных работ внешних и внутренних сил, действующих на точки систе-
мы; 

ie AATT  0 ,     (2.47)  
 
т.е. изменение кинетической энергии системы равно сумме работ внешних 
и внутренних сил, действующих на точки системы; 

 
ie NN

dt
dT

 ,     (2.48) 

 
т.е. производная по времени от кинетической энергии системы равна сумме 
мощностей внешних и внутренних сил, действующих на точки системы. 

 
Если механическая система состоит из твердых тел, которые могут быть 

соединены нерастяжимыми нитями, то работа внутренних сил будет равна ну-
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лю, и в правых частях формул (2.46)–(2.48) останется лишь работа внешних 
сил: 

eATT  0   или  eN
dt
dT

 . 

 
Для консервативной механической системы, перемещающейся из поло-

жения 1 в положение 2, можно записать 1212 ATT     или 1221 A . 
Из последних выражений получим 
 

2112  TT ; 1122   TT ; constT  . 
 
Сумма кинетической и потенциальной энергий называется полной меха-

нической энергией системы. Последняя формула выражает закон сохранения 
механической энергии: при движении механической системы в стационар-
ном потенциальном поле сумма ее кинетической и потенциальной энергий 
остается постоянной. 

 
 
Пример 2.20 
К блоку A  (сплошному однородному цилиндру) массой Am  и радиусом 

Ar  приложен вращающий момент врM  (  – коэффициент пропорцио-
нальности,   – угол поворота), за счет которого с помощью идеального троса 
поднимается по наклонной плоскости тело B  массой Bm , радиусами BR  и Br , 
радиусом инерции i ;   – угол наклона плоскости к горизонту, kf  – коэффици-
ент трения качения для тела B .  

Определить угловую ско-
рость блока A  в момент времени, 
когда центр O  тела B  пройдет 
путь 0s . В начальный момент сис-
тема находилась в покое (рис. 
2.26). 

 
Решение 
Задачи, в которых требуется 

найти зависимость между скоро-
стью и перемещением, легко ре-
шаются с помощью теоремы об 
изменении кинетической энергии.  

Для данной задачи можно 
записать: 

 
 e

kATT 0 ;     Рис. 2.26 
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0T  – кинетическая энергия системы в начальный момент времени, 00 T ; 
BA TTT   – кинетическая энергия системы в конечный момент време-

ни. 
Блок A  вращается вокруг неподвижной оси, его кинетическая энергия 

вычисляется по формуле (2.35): 
 

2
2

2
22

422
1

2 A
AA

A
AAAA

A
rmrmIT 


 . 

 
Тело B  совершает плоскопараллельное движение: 
 


















 2

2
2

2
2

222

1
2
1

2
1

222 B
OB

B

O
B

OBBBOB
B r

ivm
r
vimvmIvmT  . 

 
Полная кинетическая энергия системы 
 









 2

2
22

2

1
2
1

22
1

B
OBA

AA
BA r

ivmrmTTT  . 

 
Внешними силами, совершающими работу, являются вращающий момент 

врM , сила тяжести тела B  и момент сопротивления качению тела B . Сила тя-
жести блока A  работу не совершает, т.к. приложена в неподвижной точке.  

Работа переменного вращающего момента 
 

2

0 2
1

Aвр

A

dMA 


 )( . 

 
Работа силы тяжести тела B  
 

 sin)cos()( 00 90 sgmsgmGA BBB  . 
 
Работа момента сопротивления при качении тела B  
 

BBkBBkсопр gmfNfMA   cos)( . 
 

Работа всех внешних сил 
 

BBkBA
e
k gmfsgmA   cossin0

2

2
1 . 
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Определим кинематические зависимости между скоростями и перемеще-
ниями точек тел A  и B .  

Так как участок троса движется поступательно, то  
 

KD vv  ;  AAD rv   .  
 
Для тела B , вращающегося вокруг мгновенного центра скоростей vC , 

справедливы соотношения: 
 

B
v

O

v

K

OC
v

KC
v   ; B

B

O

BB

AA

r
v

rR
r 




; 

 

BB

A
AB rR

r


 ; 
BB

BA
AO rR

rrv


 . 

 
Проинтегрировав два последних выражения, получим зависимости для 

перемещений: 

BB

A
AB rR

r


  ;  
BB

BA
AO rR

rrs


  ;  
B

O
B r

s
 . 

 
Если бы в начальный момент времени механическая система находилась 

в движении, то ее начальная кинетическая энергия 0T  определялась бы по тем 
же формулам при замене 2

A  на 2
0A . 

 
Подставим полученные зависимости в выражения для кинетической энер-

гии и работы: 
 




















 











 2

2222

2

222
2

2

222
1

4 )( BB

B
B

AAA

B

B

BB

BAA
BA

AA

rR
irmmr

r
ir

rR
rrmrmT 

 . 

 
 













B

O
BkB

BA

BBOe
k r

sgmfsgm
rr

rRsA  cossin)(
0

2

2
1  

 














 
 cossin)(

B

k
BO

BA

BBO

r
fgms

rr
rRs
22

22

2
. 

 
 
 



 61

Приравниваем значения кинетической энергии и работы: 
 


























 
 cossin)(

)( B

k
BO

BA

BBO

BB

B
B

AAA

r
fgms

rr
rRs

rR
irmmr

22

22

2

2222

2
0

22
. 

 
Из последнего выражения находим зависимость угловой скорости блока 

A  от перемещения оси O  тела B : 
 






























2

22
2

22

2
2

2

2

)(

cossin)(

BB

B
B

A
A

B

k
BO

BA

BB
O

A

rR
irmmr

r
fgms

rr
rRs 



 . 

 
 
Пример 2.21 
Груз 1 массой 1m  прикреплен к концу невесомой нерастяжимой нити, 

второй конец которой намотан на блок 2 массой 2m  и радиусом 2r . С блоком 2 
жестко скреплен рычаг 3 массой 3m , на конце которого шарнирно закреплено 
колесо 4 массой 4m  и радиусом 4r . При вращении колеса 2 вместе с рычагом 3 
колесо 4 катится по внутренней поверхности неподвижного колеса 5 радиусом 
R . Система расположена в вертикальной плоскости. Все колеса – однородные 
диски, рычаг – однородный стержень, который в начальный момент времени 
неподвижен и занимает горизонтальное положение (рис. 2.27). 

Определить скорость груза 1 в тот момент, когда рычаг 3 повернется на 
угол 3 . 

 
Решение 
Применяем теорему об изменении кине-

тической энергии: 
 

 e
kATT 0 , 

 
0T  – кинетическая энергия системы в начальный 

момент времени, 00 T ; 
 

4321 TTTTT   – кинетическая энергия 
системы в конечный момент времени; 

 
 

     Рис. 2.27 
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2

2
11

1
vmT  , т.к. груз 1 движется поступательно;      

      

2

2
22

2
IT  , т.к. блок 2 вращается вокруг неподвижной оси; 

 

2

2
33

3
IT   – рычаг 3 вращается вокруг неподвижной оси вместе с колесом 2, 

23   ; 
 

22

2
44

2
4

4
1 Ivm

T O   – колесо 4 совершает плоскопараллельное движение. 

 
Выразим линейные и угловые скорости точек и тел механической систе-

мы через скорость 1v  груза 1: 
 

2

1
2 r

v
 ;     32   ;     )()( 4

2

1
42131

rR
r
vrROOvO   ; 

 

42

41

4
4

1

rr
rRv

r
vO





)(

 . 

 
Запишем кинетическую энергию тел в зависимости от скорости 1v : 
 

2

2
11

1
vmT  ;  2

12

2

2

1
2

22
2
22

2 4
1

22
1

2
vm

r
vrmIT 









  ; 

 

2
2

2
12

433

2
13

2
33

3 6
1

32
1

2 r
vrRmOOmIT )()(

 
  ; 

 

2
2

2
12

44
2

42
4

22
44

2
4

4 4
3

4
3

22
1

2 1
11

r
vrRmvm

r
vrmvm

T O
OO )(  . 

 
Кинетическая энергия всей системы 
 

 2
2

2
12

442
2

2
12
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2
12

2
11

4
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1

42 r
vrRm
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






 






  2

2

2
4

43
2

1

2
1

2
3

3
1

22 r
rRmmmmv )( . 

 
 
Работа внешних сил системы складывается из работ сил тяжести тел: 
 

4321 AAAAAe
k  . 

 
Груз 1 опустился на высоту 1h , следовательно, 111 hgmA  . 
 
Сила тяжести колеса 2 приложена к неподвижной точке, поэтому 02 A . 
 

Работа силы тяжести рычага 3: 3
1

3333 2
sinOOgmhgmA  . 

 
Работа силы тяжести колеса 4: 314444 sinOOgmhgmA  . 
 
 
Определим зависимости между перемещениями точек и тел системы. 

Проинтегрировав кинематические зависимости для линейных и угловых скоро-
стей, получим: 

 

2

1
32 r

h
  ; 23221 rrh   ; 3

1
3 2

sinOOh  ; 314 sin OOh . 

 
Подставляем эти выражения в формулы для определения работ: 
 

 3143
1

311 2
0  sinsin OOgmOOgmhgmA  

 

344343321 2
1  sin)(sin)( rRgmrRgmrgm  . 

 
 
Найденные выражения для кинетической энергии системы и работы дей-

ствующих сил подставим в формулу теоремы об изменении кинетической энер-
гии: 
     

.sin)()(
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3
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2
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Из последней формулы определим скорость груза 1 
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2
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2
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r
rRmmmm
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
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
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2.4. Дифференциальные уравнения плоского движения твердого тела 
 
Закон плоскопараллельного движения в кинематике имеет вид: 
 

)(txx AA  ;   
)(tyy AA  ;    (2.49) 

)(t  ,   
 
где точка A  – выбранный полюс. 

 
В динамике за полюс обычно принимается центр масс, поэтому первые 

два уравнения можно записать, используя теорему о движении центра масс 
(формула (2.13)):  

e
xC Rxm  ;  
e
yC Rym  .  

 
Для получения третьего уравнения используется теорема об изменении 

кинетического момента твердого тела (формула (2.29)); при этом подвижная 
ось z  должна пройти через центр масс: e

zz MI  . 
Получим дифференциальные уравнения плоскопараллельного движения 

твердого тела: 
e
x

C R
td
xdm 2

2

;  

e
y

C R
td
ydm 2

2

;    (2.50) 

e
zz M

td
dI 2

2 . 

 
После интегрирования выражений (2.50) можно получить кинематиче-

ские соотношения (2.49). 
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Пример 2.22 
На вал однородного катка массой m  и радиусом R  намотана нить, к кон-

цу которой приложена сила P  под углом   к горизонту (рис. 2.28). Радиус ва-
ла r , радиус инерции катка i . Поверхность шероховатая, каток движется без 
проскальзывания. Определить закон движения оси O  катка, если в начальный 
момент времени он находился в покое. 

 
Решение 
Каток движется в системе от-

счета xyO1 , т.е. совершает плоское 
движение. На механическую сис-
тему, кроме заданной силы P  и 
силы тяжести катка G , действуют 
силы сцепления с поверхностью 

сцF  и реакция этой поверхности 
N . В предположении, что враще-
ние катка происходит по ходу ча-
совой стрелки, сила сцепления на-
правлена в отрицательном направ-
лении оси xO1 .        Рис. 2.28 

 
 
По формулам (2.50) составим дифференциальные уравнения плоского 

движения: 
сцO FPxm  cos ;  

 
sinPNGym O  ; 

 
rPRFI сцz  . 

 
Движение по оси yO1  отсутствует, constyO  , тогда 
 

0 sinPNG . 
 
Так как проскальзывание отсутствует, то ускорение точки O  катка можно 

выразить через его угловое ускорение: 
 

RaO     или  Rxx O   .  
 
Из первого и третьего уравнений определяем ускорение точки O : 
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сцFPxm  cos ;  rPRFx
R

im сц  
12 ; 

 
xmPFсц  cos ;  rRPRxmPxim  22 )cos(   ; 

 
rRPRPxmRxim  cos222  ; 

 

)cos()( rRRPmiRx  22 ; 22 iR
rRR

m
Px





)cos( 

 . 

 
Правая часть последнего уравнения – постоянная величина. После интег-

рирования этого выражения с учетом начальных условий ( 000  xxt ,, ) 
получим 

2
222

t
iR

rRR
m
PxO )(

)cos(





 . 
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3. ОСНОВЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 
 

3.1. Принцип Даламбера 
 
Принципом Даламбера (принципом Германа-Эйлера-Даламбера или ме-

тодом кинетостатики) называется метод решения задач, при котором уравнени-
ям движения в динамике придается вид уравнений статики. Для несвободной 
материальной точки можно записать 

 
RFam  ,     

где  F  – результирующая действующих активных сил; 
R  – результирующая реакций связей. 
 
Этому уравнению можно придать другой вид: 
 

0 )( amRF  или  0 RF ,  (3.1) 
 
где  am  – сила инерции, 

 
т.е. для движущейся точки геометрическая сумма действующих сил, реак-
ции связи и силы инерции равна нулю. 

 
Обобщим этот принцип для системы материальных точек. В статике для 

равновесия твердого тела выводятся два условия: равенство нулю главного век-
тора и главного момента системы сил. По аналогии для механической системы 
можно записать 

0  kkk RF  , 
 

0   kkkkkk rRrFr  , 
 

    0 RF e ,    (3.2) 
 

0 
O

R
O

e
O MMM ,    (3.3) 

 
где  ,, RF e  – главные векторы соответственно внешних сил, реакций свя-
зей и сил инерции; 


O

R
O

e
O MMM ,,  – главные моменты соответственно внешних сил, реакций 

связей и сил инерции относительно центра O , 
 

т.е. в любой момент времени геометрическая сумма главных векторов 
внешних сил, реакций связей, сил инерции и геометрическая сумма глав-
ных моментов внешних сил, реакций связей и сил инерции равна нулю. 
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В статике показано, что любую систему сил и моментов сил можно при-
вести к заданному центру, используя принцип Пуансо [8]. Чаще всего в расче-
тах силы приводятся к центру масс. 

Главный вектор сил инерции для всех случаев движения 
 

Cam .     (3.4) 
 
Главный момент сил инерции точек твердого тела: 
 
- при поступательном движении  0

zOM ; 

- при вращательном движении тела 
zzO IM  .   (3.5) 

 
Сравнивая уравнения (3.2) и (3.3) с уравнениями равновесия для произ-

вольной пространственной системы сил в статике, можно убедиться, что первое 
уравнение идентично равенству нулю главного вектора всех сил, а второе – ра-
венству нулю главного момента всех сил. То есть принцип Даламбера – это 
прием, позволяющий уравнения динамики писать в форме уравнений статики. 

 
 
Пример 3.1 
Груз A  массой 1m , опускаясь вниз по наклонной плоскости призмы D , 

приводит в движение посредством невесомой нерастяжимой нити, перебро-
шенной через блок C , груз B  массой 2m . Угол наклона плоскости –  ; масса 
блока C  – 3m ; масса призмы D  – 4m . Определить давление призмы D  на го-
ризонтальную плоскость и уступ E . 

 
Решение 
Для данной механической систе-

мы может быть применен принцип Да-
ламбера. На рис. 3.1 показаны: внешние 
силы, действующие на систему (силы 
тяжести тел 1G , 2G , 3G , 4G ), реакции 
связей 1N , 2N , силы инерции A , B  и 
момент инерциальных сил 

OM . 
Призма D  неподвижна, силы 1N  

и 2N  равны по величине и противопо-
ложны по направлениям искомым силам 
давления призмы D  на уступ E  и гори-
зонтальную плоскость. 

Рис. 3.1 
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Напишем уравнения принципа Даламбера в проекции на горизонтальную 
и вертикальную оси:        











.sin

,cos

0

0

24321

1

BA

A

NGGGG

N




  (*) 

 
Отсюда   cosAN 1 , BAGGGGN   sin43212 . 

 
Силы инерции для грузов A  и B :    amA 1 ,   amB 2 . 
 
Для определения ускорения a  груза A  напишем уравнения принципа Да-

ламбера отдельно для каждого из тел A , B  и C  (рис. 3.2). Натяжения нитей AT  
и BT , как и силы давления между телами, входящими в данную систему 
( AN , Ox , Oy ), были внутренними силами и в уравнениях не учитывались. Как 
только мы выделили тела из системы, эти силы стали внешними. 

 

 
     Рис. 3.2 
 
 
Для тела A  (рис. 3.2, а) напишем уравнение в проекции на ось, проходя-

щую параллельно наклонной плоскости призмы: 
 

01  AATG sin . 
 
Для тела B  (рис. 3.2, б) – в проекции на вертикальную ось: 

 
02  BB GT  . 

 
Для тела C  (рис. 3.2, в), чтобы не вводить в рассмотрение реакции опоры 

Ox , Oy , напишем уравнение моментов всех сил относительно оси O : 
 

0 
OBA MRTRT . 
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Решим совместно последние три уравнения с учетом того, что AA TT   и 
BB TT  : 

 
011  amTG Asin ;    022  amGTB ; 0 CCBA IRTRT  ; 

 

2

2
3RmIC  ; 

R
a

C  ;  

 

0
2

2
3 

R
aRmRTRT BA ;    0

2
3 
amTT BA ;    

2
3amTT AB  ; 

 

011  amTgm Asin ; 0
2 22
3  amgmamTA ; 

 

amgmamTA 22
3

2
 ; 

 

0
2 122
3

1  amamgmamgm sin ; 

   

    

2
3

21

21
mmm

mmga





)sin(  . 

 
Подставив полученное значение ускорения в формулы (*), определим ве-

личины 1N  и 2N : 
 




 cos)sin(coscos

2
3

21

211
11 mmm

mmgmamN A



 ; 

 
 BAGGGGN  sin43212  

 
ammgmmmm  )sin()( 214321  ; 

 






















2
3

21

2
21

43212 mmm

mmmmmmgN )sin(  . 
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Пример 3.2 
К невесомой оси, вращающейся в 

опорах A  (подпятник) и B  (подшипник), 
прикреплены два стержня (рис. 3.3). Неве-
сомый стержень HD  длиной 1l  паралле-
лен оси Ax ; на его конце закреплен то-
чечный груз D  массой 1m . В плоскости 
yAz  под углом   к оси закреплен одно-

родный стержень KL  длиной 2l  и массой 
2m . Расстояния между опорами и точками 

крепления стержней: 1hAK  , 2hKH  , 
3hHB  .  

Вся система вращается вокруг оси 
Az  с постоянной угловой скоростью  . 
Определить реакции опор A  и B . 

 
Решение 
Для решения задачи с помощью 

принципа Даламбера покажем все дейст-
вующие силы.         Рис. 3.3 

 
Сила тяжести 1G  груза приложена в точке D . Сила тяжести 2G  стержня 

KL  приложена в его середине. Реакция подпятника имеет три составляющие: 
AX , AY , AZ ; реакция подшипника – две составляющие: BX , BY .  

Сила инерции груза приложена в точке D , по модулю равна произведе-
нию массы груза на его нормальное ускорение и направлена противоположно 
этому ускорению: 

1
2

11 lmam DD   . 
 
Сила инерции однородного стержня при-

ложена в точке E  и равна 
 

 sinsin
22
22

2
2

22
lmKLmam CKL  . 

 
Силу инерции KL  можно вычислить ина-

че. Отрезок KL  разбиваем на множество малых 
отрезков длиной s  (рис. 3.4); сила инерции 
отрезка, отстоящего от точки K  на расстоянии 
s  равна 

 sin sm 2 ,      Рис. 3.4 
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где  m  – масса отрезка; 
sfm   ; 

  – плотность материала стержня;      
f  – площадь поперечного сечения стержня.     

 
Полную силу инерции получим, просуммировав силы инерции всех от-

резков: 
   sinssf 2 ;    

  
2
2

2

0

2

2
12

lfdssf
l

   sinsin ;  22 mlf  ; 

 

 sin2
2

22
1 lm . 

 
Эпюра элементарных сил инерции представляет собой треугольник. Чем 

ближе отрезок к оси вращения, тем меньше его ускорение и, следовательно, си-
ла инерции. Равнодействующая KL  элементарных сил инерции приложена в 

центре тяжести треугольника (в точке E ) на расстоянии, равном 23
2 l  от вер-

шины треугольника: 23
2

3
2 lKLKE  . 

В соответствии с принципом Даламбера составляем уравнения равнове-
сия (по аналогии с уравнениями равновесия произвольной пространственной 
системы сил в статике): 

 
0 kxF ,  0 DBA XX  ; 

 
0 kyF ,  0 KLBA YY  ; 

 
0 kzF ,  021  GGZ A ; 

 
0 kxM ,  02   sin)cos( KCGKEAKABY KLB ; 

 
0 kyM ,  01  DHGAHABX DB  ; 

 
0 kzM , поскольку все силы либо параллельны, либо пересекают ось 

Az  и не создают моментов относительно оси; поэтому и вращение происходит 
с постоянной угловой скоростью. 
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Подставляем в эти уравнения исходные данные и величины сил инерции: 
 

01
2

1  lmXX BA  ; 
 

0
2
1

2
2

2   sinlmYY BA ; 

 
021  gmgmZ A ; 

 

0
2
1

3
2

2
1

22212
2

2321   sin)cos(sin)( lgmlhlmhhhYB ; 

 
011211

2
1321  lgmhhlmhhhX B )()(  . 

 
Из этих выражений определяем составляющие реакций опор A  и B : 
 

1
2

1
321

11211
2

1 lm
hhh

lgmhhlmX A 








)(
)( ; 

 

0
2
1

2
3
2

2
2

2
321

22212
2

2





 


sin

)(

sin)cos(sin
lm

hhh

lgmlhlm
YA ; 

 
gmgmZ A 21  ; 

 

)(
)(

321

11211
2

1

hhh
lgmhhlmX B 



 ; 

 

)(

sin)cos(sin

321

22212
2

2

2
3
2

hhh

lgmlhlm
YB 





. 
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3.2. Возможные перемещения, идеальные связи 
 
Возможными (виртуальными) перемещениями несвободной механиче-

ской системы называются воображаемые, бесконечно малые перемещения то-
чек системы, допускаемые наложенными на систему связями. В силу малости 
этих величин криволинейные перемещения точек заменяются прямолинейными 
отрезками, откладываемыми в направлении касательной к траектории каждой 
точки (или ее скорости). Величина перемещения определяется как при действи-
тельном перемещении. 

Например, для кривошипа OA (рис. 3.5) возможным перемещением явля-
ется бесконечно малый угол  . Для точки A  возможным перемещением  As  
является отрезок AA  , перпендикулярный 
OA (по этой же линии будет направлена 
скорость точки A  при вращении криво-
шипа); величина возможного перемещения 
рассчитывается как длина дуги AA   (дей-
ствительного перемещения точки A ):     Рис. 3.5 

 
  OAsA . 

 
Идеальные связи – это связи, работа реакций которых на возможном пе-

ремещении равна нулю. Например, идеальной связью является гладкая поверх-
ность (рис. 3.6, а), поскольку работа реакции N  на возможном перемещении 
равна нулю:  

090  cossNA  . 
 

 

 
Рис. 3.6 

 
При отсутствии трения в шарнире (рис. 3.5) связь в точке O  является 

идеальной, поскольку работа момента трения равна нулю:  
 

00   трMA .      
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Связь можно сделать идеальной, если, например, силу трения перевести в 
разряд внешних сил (рис. 3.6, б). Подобным образом любые связи становятся 
идеальными. Идеальной связью для катящегося без проскальзывания твердого 
тела является шероховатая поверхность (рис. 3.6, в), если момент сопротивле-
ния от трения качения перевести в разряд внешних моментов. Реакция N  и си-
ла трения трF  приложены в точке, которая является мгновенным центром ско-
ростей; ее скорость равна нулю, значит, и возможное перемещение также равно 
нулю: 

000  трFNA . 
 

 
3.3. Принцип возможных перемещений  

 
Принцип возможных перемещений устанавливает условие равновесия 

механической системы с идеальными связями. 
Необходимым и достаточным условием равновесия механической систе-

мы с удерживающими, стационарными и идеальными связями является равен-
ство нулю суммы элементарных работ всех активных сил, приложенных к точ-
кам системы на их возможных перемещениях: 

 
0 kkk sF  cos ;    (3.6) 

 
0 kk rF  ;     (3.7) 

 
0 kk vF .     (3.8) 

 
Формулы (3.6)–(3.8) представляют собой различные формы записи прин-

ципа возможных перемещений. Формула (3.8) получена делением левой и пра-
вой частей предыдущего равенства на малый промежуток времени   

(

 k

k
rv  ) и выражает принцип возможных перемещений через мощности дей-

ствующих сил.  
 
Пример 3.3 
Для заданного положения механизма, расположенного в горизонтальной 

плоскости (рис. 3.7), определить величину момента M , уравновешивающего 
силу 100P Н, если 20,OA  м, 30 , 120 . 

 
Решение 
Рассматриваемый механизм находится в равновесии под действием силы 

P  и момента M . Силами сопротивления в шарнирах пренебрегаем, поскольку 
связи являются идеальными.  
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Зададим системе возможные перемещения. На основании принципа воз-
можных перемещений можно записать:  

    
0 kk rF   или 0180  cosBsPМ  , (*) 

 
где    – возможное перемещение кривошипа OA; 

Bs  – возможное перемещение точки B . 
 
Найдем зависимость 

между перемещением кри-
вошипа OA и перемещением 
точки B . При повороте кри-
вошипа на угол   точка A  
получит возможное переме-
щение   OAAAsA ' . 

Точки A  и B  принад-
лежат шатуну AB , который 
совершая плоское движение в 
данный момент времени, мо-
жет вращаться вокруг мгно-
венного центра скоростей VС  
и при перемещении точки A  
поворачивается на угол 

AB : 
Рис. 3.7 

V

B

V

A
AB BC

s
AC

s 
  .         

 

Перемещение точки B : 
V

V
AABVB AC

BCsBCs   .  

 
Из треугольника VABC : 

3460
2
3202302 ,,cos  OAAB  м; 

3460, ABBCV  м;   60
2
334602302 ,,cos  ABACV  м. 

 
Тогда 

 3470
3460

6020 ,
,

,,





V

V

V

V
AB AC

BCOA
AC
BCss  м. 
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Подставляя значение Bs  в уравнение (*), находим зависимость между 
силой P  и моментом M  и величину момента: 

 
013470  )(,  PМ , 7343470 ,,  PM  Н∙м. 

 
 
Пример 3.4 
Определить реакции опор составной конструкции с помощью принципа 

возможных перемещений. Задано: 6P  кН, 2q  кН/м, 12M  кН∙м,  60 , 
размеры (в метрах) указаны на рис. 3.8. 

 
 

 
Рис. 3.8 

 
 
Решение 
Заменим распределенную нагрузку сосредоточенной силой Q , прило-

женной в середине отрезка BC  перпендикулярно отрезку, 
 

24222  BCqQ  кН.  
 
Реакции в опорах A  и B  могут быть разложены на две составляющие: 

AX , AY  и BX , BY .  
Для определения реакции AX  нужно, чтобы неподвижная конструкция 

получила возможность перемещаться, причем так, чтобы работу вместе с за-
данными силами совершила бы только AX . Применяя принцип освобождаемо-
сти от связей, заменим неподвижную опору A  на подвижную по горизонтали 
опору, горизонтальную связь заменим на силу AX  (рис. 3.9).  
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Рассмотрим одно из возможных 
перемещений системы: стержень BC  
повернулся на угол 1  вокруг не-
подвижной точки B , оставшаяся 
часть конструкции CEA  вынуждена 
повернуться вокруг мгновенного цен-
тра вращения 

1VC  на угол 1 , точка 
приложения силы AX  переместится 
на расстояние AA  , равное величине 
возможного перемещения As . Пе-
ремещения точек конструкции для 
наглядности показаны большими, на 
самом деле – это бесконечно малые 
перемещения. 

Приложенные к системе силы 
совершат работу на бесконечно ма-
лых перемещениях; сумма работ всех 
сил должна быть равна нулю:     Рис. 3.9 

 
0 )()()()( AXAMAPAQA  ; 

 
01  AADK sXMsPsQ  .  (*) 

  
Выразим перемещения точек, к которым приложены силы, через малый 

угол 1 : 

11 2   BKsK ; 11 22   BCsC ; 
 

1
1

1 2
1

24
22

1




 



V

C

CC
s ; 1111 3

2
166

1
  VA ACs . 

 
Работу силы P  на перемещении Ds  удобнее найти как работу момента 

силы P  относительно точки 
1VC  при повороте части конструкции на угол 1 . 

Воспользовавшись теоремой Вариньона, запишем 
 

 111 2
160460460160  )cos(sin)cos()sin()( PPPPA  

11 2
43

2
14

2
3




 PP )( . 

 
Подставим найденные соотношения в уравнение работ (*): 
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03
2
1

2
432 1111 


  AXMPQ ; 

 

03
2
112

2
436224 1111 


  AX . 

 
Сократив на 1 , определим AX : 
 

5336868
3
1 ,),( AX  кН. 

 
Знак «минус» указывает на то, что реакция должна быть направлена в 

противоположную сторону. 
 
Для определения реакции 

AY  опору в точке A  заменим на 
подвижную по вертикали опору, 
заменив вертикальную связь 
силой AY  (рис. 3.10). Малый 
угол 2  является возможным 
перемещением стержня BC , 

2  – возможное перемещение 
части конструкции CEA  вокруг 
мгновенного центра скоростей 

2VC .  
Найдем зависимости ме-

жду перемещениями точек системы:     Рис. 3.10 
 

22 2
  VC CCBCs ;  2122 22

22

2

 
VCC

BC ;  

 

22 2   BKsK ;  22 6
2

  VA ACs . 
 
Работу силы P  снова найдем как работу момента силы относительно 

точки 
2VC  при повороте части конструкции CEA  на угол 2 : 

 
 222 602605260560  )cossin()cos()sin()( PPPPA  

222 3331352
2
12

2
35   ,),()( PPP . 
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На основании принципа возможных перемещений получим уравнение 
 

0333 22  AAK sYMPsQ  , ; 
 

06332 2222   AYMPQ , ; 
 

0612336224 2222   AY, . 
 
Сократив на 2  и подставив числовые данные, определим AY : 
 

6621298198
6
1 ,),( AY  кН. 

 
Реакция опоры A  равна 
 

424662533 2222 ,,),(  AAA YXR  кН. 
 
Направляющие косинусы: 
 

80
424
533 ,

,
,)cos( 






A

A
A R

XiR ,  


143)( iRA ; 

 

60
424
662 ,

,
,)cos( 



A

A
A R

YjR ,  


53)( jRA . 

 
Аналогично определяем реакции в опоре B . 
 
Для определения реакции BX  заме-

ним неподвижную опору B  на подвиж-
ную, позволяющую горизонтальное сме-
щение точки B  (рис. 3.11). Пунктирными 
линиями показано возможное перемеще-
ние конструкции. Часть CEA  вращается 
вокруг неподвижной опоры A , стержень 
BC  поворачивается вокруг мгновенного 
центра вращения 

3VC . Точка приложения 
силы BX  может переместиться на рас-
стояние 'BB , равное величине возможного 
перемещения Bs .     
          Рис. 3.11 
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Приложенные к системе силы совершат работы, сумма которых должна 
быть равна нулю:  

0 )()()()( BXAMAPAQA  . 
 
Выразим возможные перемещения точек, к которым приложены силы, 

через малый угол 3 : 
 

33 3
  VCCAC ;  333 2

3

 
VCC

AC ; 

 
333 623

3
  VB BCs . 

  
Работу сил P  и Q  удобнее выразить через работу моментов этих сил от-

носительно точек, вокруг которых поворачиваются детали ( A  и 
3VC ): 

 

333 2
32160260 


 PPPPA sincos)( ; 

 

 333 1
2
22

2
2145245  )(sincos)( QQQQA  

 

333 22
2
2

2
2

  QQQ . 

 
Подставим найденные соотношения в уравнение работ: 
 

06
2

322 3333 


  BXMPQ ; 

 

0612
2

326224 3333 


  BX . 

 
Сократив на 3 , определим BX : 
 

5321219118
6
1 ,),( BX  кН. 

 
Для определения вертикальной составляющей реакции в опоре B  изме-

ним опору так, чтобы точка B  могла перемещаться по вертикали, заменив связь 
по этому направлению реакцией BY .  
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Рис. 3.12 

 
 
На рис. 3.12 показано возможное перемещение конструкции в этом слу-

чае. Часть CEA  может поворачиваться вокруг точки A , а стержень BC  – во-
круг мгновенного центра вращения 

4VC . 
Работу сил P  и Q  при составлении уравнения работ определим, как и в 

предыдущих случаях, как работу моментов при вращении частей конструкции 
вокруг соответствующих точек, т.е. при повороте CEA  и BC  на углы соответ-
ственно 4  и 4  (рис. 3.12). 

Зависимости между перемещениями точек системы: 
 

44 4
  VC CCACs ;  4444 20

20

4

 
VCC

AC ; 

 
44 6

4
  VB BCs . 

 
Уравнение работ: 

 
 4444 160260145545  sincoscossin PPQQ  

 
 06 44   BYM . 

 
Подставляем числовые данные: 
 

06121
2
32

2
161

2
25

2
224 4444   BY)()( . 
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Сократив на 4 , определим BY : 
 

53612191116
6
1 ,),( BY  кН. 

 
Реакция опоры B  равна 
 

07536532 2222 ,),(,  BBB YXR  кН. 
 
Направляющие косинусы: 
 

3610
07
532 ,
,
,)cos( 



B

B
B R

XiR ,  


69)( iRB ; 

 

9330
07
536 ,

,
,)cos( 






B

B
B R

YjR ,  


159)( jRB . 

 
 
Пример 3.5 
Груз весом G  удерживается силой P  при помощи системы из 2-х блоков 

(рис. 3.13, а), системы из 4-х блоков (рис. 3.13, б). Пренебрегая силами трения и 
массами блоков, определить зависимость сил G  и P  от числа пар блоков. 

 
Решение 
На рис. 3.13, а показано распределение возможных скоростей на подвиж-

ном блоке, который в данный момент времени может вращаться вокруг мгно-
венного центра вращения VC . Скорость груза гv  в два раза меньше скорости 
точки приложения силы P .          

Записав принцип возможных перемещений через сумму мощностей по 
формуле (3.8), получим 

02  гг vGvP ,  или  GP  2 , GP
2
1

 , 

 
т.е. прикладываемая сила меньше веса поднимаемого груза в два раза. 
 

Для двух пар блоков распределение скоростей на подвижных блоках по-
казано на рис. 3.13, б. Два подвижных блока могут перемещаться по вертикали 
с одинаковой скоростью гv  и вращаться: верхний блок – вокруг мгновенного 
центра вращения 

1VC , нижний – вокруг 
2VC . Скорость груза в четыре раза 

меньше скорости точки приложения силы P . 
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Рис. 3.13 

 
 

Написав принцип возможных перемещений для этой системы, получим 
 

04  гг vGvP , GP
4
1

 , 

 
т.е. прикладываемая сила меньше веса поднимаемого груза в четыре раза. 

 
Усложняя систему, т.е. увеличивая число пар блоков, можно убедиться, 

что, например, для трех пар блоков сила P  в шесть раз меньше веса G , для че-
тырех пар блоков – в восемь раз меньше и т.д. Таким образом, прикладываемая 
сила меньше веса поднимаемого груза во столько раз, сколько пар блоков имеет 
система. Такие системы используются в грузоподъемных механизмах (подъем-
ные краны, талевые системы, полиспасты). Их применение позволяет подни-
мать большие грузы при малых усилиях на лебедке. В данном случае выполня-
ется «золотое правило механики», выведенное Г. Галилеем: выигрываем в силе, 
теряем в скорости (или перемещении) и наоборот. 
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3.4. Общее уравнение динамики 
 
В принципе Даламбера говорится о равновесии сил, действующих на точ-

ки движущейся механической системы (внешних сил, реакций связей, сил 
инерции): 

    0kkk RF  . 
 
Объединяя принцип Даламбера с принципом возможных перемещений, 

для систем с идеальными связями получаем выражение 
 

    0kkkkkk rrRrF  .   (3.9) 
 
Учитывая, что в случае идеальных связей 0 kk rR  , получаем 
 

   0kkkk rrF  ;    (3.10) 
 

  0 kkk rF  ;    (3.11) 
 

0  kkkkkk ssF  coscos .  (3.12) 
 
Формулы (3.10)–(3.12) представляют собой различные формы записи об-

щего уравнения динамики или принципа Даламбера-Лагранжа: при движении 
механической системы с идеальными связями в любой момент времени 
сумма элементарных работ внешних сил и сил инерции на возможном пе-
ремещении системы равна нулю. 

 
 

3.5. Обобщенные координаты 
 
Обобщенные координаты – это независимые параметры, однозначно оп-

ределяющие положение механической системы в пространстве. Число обоб-
щенных координат соответствует числу степеней свободы механической сис-
темы. На рис. 3.14 приведены примеры определения положений механических 
систем с помощью обобщенных координат.  

Положение точки на оси определяется координатой s  (рис. 3.14, а); по-
ложение кривошипа на плоскости определяется углом   (рис. 3.14, б). Эти сис-
темы имеют одну степень свободы, поскольку их положение определяется од-
ной обобщенной координатой: s  (измеряется, например, в метрах),   (напри-
мер, в радианах). Положение точки kM  в пространстве  определяется тремя 
обобщенными координатами kx , ky , kz  (рис. 3.14, в), положение отрезка AB , 
принадлежащего плоской фигуре, также определяется тремя обобщенными  ко-
ординатами Ax , Ay ,   (рис. 3.14, г); эти системы имеют три степени свободы.  
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Положение механической системы, имеющей 4 степени свободы (рис. 
3.14, д), определяется соответственно четырьмя обобщенными координатами: 

1q , 2q , 3q , 4q . 
 
 

    
   

    
   

 
 
 

 
а    б     в 
 

 

              
   г       д 

Рис. 3.14 
 
 

Обобщенные координаты принято обозначать символом « jq » ( sj  1 ). 
 
 

3.6. Обобщенные силы 
 
Обобщенной силой jQ , соответствующей обобщенной координате jq , 

называют скалярную величину, определяемую отношением элементарной рабо-
ты действующих сил при перемещении механической системы, вызванном 
приращением обобщенной координаты jq , к величине приращения этой коор-
динаты jq : 

j

j
j q

A
Q




    или   jjj qQA   .  (3.13) 

 



 87

Размерность обобщенной силы зависит от размерности обобщенной ко-
ординаты и может выражаться в единицах силы [Н] или момента [Н∙м]. Число 
обобщенных сил для данной системы соответствует числу обобщенных коор-
динат (степеней свободы). При необходимости можно определить обобщенные 
силы от внешних сил ( F

jQ ), обобщенные силы от реакций связей ( R
jQ ) или 

обобщенные силы от сил инерции ( 
jQ ). Для консервативной системы обоб-

щенные силы равны 

j
j q

Q




 .    (3.14) 

 
 
 
Пример 3.6 
Механическая система, состоящая из блока B  массой Bm , блока D  мас-

сой Dm  и радиусом DR , тела A  массой Am , приводится в движение вращаю-
щим моментом врM  (рис. 3.15). Определить обобщенную силу от внешних сил. 

 
Решение 
Система имеет одну степень свободы, 

поскольку положение всех тел определяется 
углом поворота   блока D ; этот угол примем 
за обобщенную координату. При движении 
системы перемещения точек K  и E  одинако-
вы, т.к. этот участок нити движется поступа-
тельно. Перемещение точки O  блока B  и груза 
A  в два раза меньше перемещения точки E  
( VC  – мгновенный центр скоростей блока B ).  

Зададим обобщенной координате   ма-
лое приращение  . Точка K  (и точка E ) пе-
реместится на величину   DK Rs . Точка 
O  и груз A  переместятся на величину  
           Рис. 3.15  

  DKO Rss
2
1

2
1 . 

 
Приложенные к механической системе силы совершат элементарную ра-

боту 
OAOBвр sGsGMA    . 

 
Выразим все перемещения через   и найдем обобщенную силу: 
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




 



DADBвр RgmRgmMA
Q 2

1
2
1


 ; 

 

)( ABDвр mmgRMQ 
2
1

  Н∙м.  

 
 
Пример 3.7 
Груз массой m  подвешен на невесомой нити 

длиной l  (рис. 3.16). Определить обобщенную силу.  
 
Решение 
Система имеет одну степень свободы,   – 

обобщенная координата,   – приращение обобщен-
ной координаты. Элементарная работа силы тяжести 

gm  на малом перемещении может быть записана как 
работа момента силы тяжести относительно точки O : 

          Рис. 3.16 
  

   sinlmgA ;   

 

 sin lmgQ . 

 
Другое решение задачи. Запишем потенциальную энергию для груза 
 

  cosllmgmgh  ; 
 

  

 sin)sin( 

 lmglmg 0 ;  




 sin



 lmgQ . 

 
 
Пример 3.8 
Пренебрегая моментами сопротивления на блоках, определить обобщен-

ные силы для механической системы, изображенной на рис. 3.17. Дано: массы 
грузов 1m , 2m , 3m ,  массы блоков Am , Bm , Dm , радиусы подвижного блока 

DR , Dr , угол наклона плоскости  , коэффициент трения скольжения f . 
 
Решение 
Система имеет две степени свободы: ее положение определяют две обоб-

щенные координаты 1q  и 2q  – перемещения грузов соответственно 1 и 2. По-
этому определяем две обобщенные силы 

1qQ  и 
2qQ . 
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Рис. 3.17 

 
 
Зададим малое приращение 1q  обобщенной координате 1q  при условии, 

что груз 2 неподвижен ( 02 q ), и определим элементарную работу прило-
женных к системе сил: 

 
 331111

sGsGqFqGA ODтрq   sin , 
 

где cos gmfNfFтр 11 ; 
 

DD

D
O rR

rqs



 1
 ;  Oss  3 . 

 
Силы тяжести тела 2, блоков A  и B  работу не совершают, т.к. эти силы 

приложены к неподвижным точкам. 
Выразим в уравнении работ все перемещения через 1q  и найдем обоб-

щенную силу, соответствующую обобщенной координате 1q : 
 

DD

D

DD

D
Dq rR

rqgm
rR
rqgmqgmfqgmA








 1
3

1
11111


 cossin ; 
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DD

D

DD

D
D

q
q rR

rgm
rR

rgmgmfgm
q

A
Q





 311

1

1
1





cossin . 

 
Для определения обобщенной силы, соответствующей обобщенной коор-

динате 2q , зададим последней малое приращение 2q  при условии, что теперь 
груз 1 неподвижен ( 01 q ), и определим элементарную работу приложенных 
к системе сил: 

33222
sGsGqGA ODq   . 

 
Центры масс груза 1, блоков A  и B  неподвижны, и 

их силы тяжести работу не совершают. Блок D  в данном 
случае будет поворачиваться вокруг мгновенного центра 
вращения 

2VC  (рис. 3.18). Перемещения груза 3 и точки O  
блока D  одинаковы и равны 

 

DD

D
O rR

Rqss



 2
3


 .      Рис. 3.18 

 
Выразим в уравнении работ все перемещения через 2q  и найдем обоб-

щенную силу, соответствующую обобщенной координате 2q : 
 

DD

D

DD

D
Dq rR

Rqgm
rR
RqgmqgmA








 2
3

2
222


 ; 

 

DD

D

DD

D
D

q
q rR

Rgm
rR

Rgmgm
q

A
Q





 32

2

2
2 


. 

 
 
Далее приведены примеры решения задач с помощью общего уравнения 

динамики. 
 
Пример 3.9 
Определить ускорение точки прило-

жения силы F , приводящей в движение из 
состояния покоя механическую систему, 
состоящую из однородного сплошного ци-
линдра A  и ступенчатого блока B  (рис. 
3.19), а также определить натяжение нити 
между цилиндром и блоком.  

         Рис. 3.19 
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Дано: Am , AR , Bm , BR , Br ,  , kf  – коэффициент трения качения ци-
линдра A , i  – радиус инерции ступенчатого блока B . Проскальзывание ци-
линдра по наклонной плоскости отсутствует. 

 
Решение 
В соответствии с общим уравнением динамики для систем с идеальными 

связями сумма работ всех действующих внешних сил и сил инерции на воз-
можном перемещении должна быть равна нулю. На рис. 3.20 показаны все дей-
ствующие на данную механическую систему силы. Реакции опор BR  и AN  
приложены в неподвижных точках, поэтому они при движении системы работу 
не совершают; момент сопротивления качению цилиндра сопрM  отнесем к раз-
ряду внешних сил. Это позволяет считать данную систему системой с идеаль-
ными связями. 

 
Рис. 3.20 

 
Силы инерции блока B , вращающегося вокруг неподвижной оси, приво-

дятся к главному моменту сил инерции 
 

BBBBB imIM  2 . 
 
Момент сил инерции 

BM  направлен в сторону, противоположную угло-
вому ускорению блока B . 

Силы инерции цилиндра A , совершающего плоское движение, приводят-
ся к главному вектору сил инерции OAA am  и к главному моменту сил 

инерции A
AA

AAA
RmIM  

2

2

. Главный вектор и главный момент сил инер-
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ции направлены противоположно соответственно ускорению точки O  и угло-
вому ускорению цилиндра. 

Зависимости между линейными и угловыми ускорениями и возможными 
перемещениями удобнее находить, используя зависимости между скоростями 
точек и угловыми скоростями тел. Для линейных и угловых скоростей можно 
написать следующие соотношения: 

B

E
B R

v
 ;  

B

BE
BBKD R

rvrvv 
  ;  

 

AB

BE

A

K
A RR

rv
R
v

22 


 ;   
B

BE
AAO R

rvRv
2


 . 

 
Производные по времени от этих выражений дают зависимости между 

ускорениями: 

EE va  ;    
B

E
B R

a
 ;   

B

BE
BBKD R

raraa 
  ; 

 

AB

BE

A

K
A RR

ra
R

a
22 


 ;   
B

BE
AAO R

raRa
2


  . 

 
Проинтегрировав зависимости между линейными и угловыми скоростями 

данной системы, получим зависимости между возможными перемещениями: 
 

B

E
B R

s
  ; 

B

BE
BBKD R

rsrss 



 ; 

 

AB

BE

A

K
A RR

rs
R
s

22 





 ;  
B

BE
AAO R

rsRs
2





 . 

 
Зададим системе возможное перемещение и составим уравнение работ: 
 

0 AAOAAсопрOABBE MsMsGMsF   sin . 
 
Подставляем данные задачи и полученные выше выражения в это уравне-

ние работ:  









AB

BE
kA

B

BE
A

B

E

B

E
BE RR

rsfgm
R

rsgm
R
s

R
aimsF

22
2 




 cossin  

 

0
22222

2
















AB

BE

AB

BEAA

B

BE

B

BE
A RR

rs
RR
raRm

R
rs

R
ram 

. 
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Из полученного выражения можно определить ускорение точки E : 
 












 2

2

2

2

2

2

8422 B

BA

B

B
A

B
BE

AB

B
kA

B

B
A R

rm
R
rm

R
ima

RR
rfgm

R
rgmF  cossin ; 

 
 







 












22

2 8
31

2
1

BAB
B

A

k

B

B
A

E

rmim
R

R
f

R
rgmF

a
 cossin

. 

 
Проинтегрировав дважды это выражение для ускорения с учетом началь-

ных условий, можно найти закон движения точки E . 
 
Натяжение нити на участке KD  

является внутренней силой в данной 
механической системе. Чтобы эта сила 
стала внешней, систему нужно разде-
лить на две части и записать общее 
уравнение динамики для любой из этих 
частей (рис. 3.21):   
   

0 HBBE sTMsF   ;
          Рис. 3.21 

B

BE
DH R

rsss 



 ;  

 

02 



B

BE

B

E

B

E
BE R

rsT
R
s

R
aimsF 

 ;  







 2

2

B

E
B

B

B

R
aimF

r
RT . 

 
Подставляя в последнее выражение найденное ранее ускорение Ea  точки 

E , определим натяжение нити. 
 
 
Пример 3.10 
Найти уравнения движения механической системы, представленной на 

рис. 3.22. Дано: 1m , 2m , 3m , 4m , 5m , 4r , 5r , f  – коэффициент трения скольже-
ния тела 2. Массами нитей пренебречь, силы сопротивления в подшипниках не 
учитывать, колеса считать сплошными однородными дисками. Механизм рас-
положен в вертикальной плоскости. 
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Решение 
Данная система имеет две сте-

пени свободы (рис. 3.22), ее положе-
ние определяется двумя обобщен-
ными координатами. За обобщенные 
координаты можно принять: 1q  – 
вертикальное перемещение точки O  
(оси диска 4), 2q  – угол поворота 
диска 4 вокруг оси O . Заданием этих 
обобщенных координат определяет-
ся перемещение всех тел, входящих 
в систему: 

 
2411 qrqs  ;   

 
12 qss O  ;  

Рис. 3.22 
2413 qrqs  ; 

 

5

1
5 r

q
 ;  24 q . 

 
Вторые производные от полученных выражений определяют линейные и 

угловые ускорения тел: 
 

24111 qrqsa   ;  12 qaa O  ;  24133 qrqsa   ; 
 

5

1
55 r

q
   ;  244 q   . 

 
Покажем все действующие на механическую систему внешние силы и 

силы инерции (рис. 3.23). Силы инерции блока 4, движущегося плоскопарал-
лельно, приводятся к главному вектору 4  и главному моменту 

4M . Силы 
инерции блока 5, вращающегося вокруг неподвижной оси, приводятся к глав-
ному моменту сил инерции 

5M . Определим величины приложенных сил: 
 

gmG 11  ;     gmG 22  ;    gmG 33  ;    gmG 44  ;     gmG 55  ; 
 

)( 2411111 qrqmam   ;  12222 qmam  ; 
 

)( 2413333 qrqmam   ;  144 qm  ; 
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2

2
44

444 2
qrmIM   ;  1

55

5

1
2

55
555 22

qrm
r
qrmIM 

  ; 

 
gmfNfFтр 22  . 

 
 

 
Рис. 3.23 

 
 

Для составления общего уравнения динамики дадим обобщенной коор-
динате 1q  малое приращение 1q  (при этом координата 2q  не изменяется). Со-
ставим уравнение работ: 

 
 1141413131111 qFqqGqqGqqG тр   

 
05512   Mq . (*)    

 
Теперь дадим обобщенной координате 2q  малое приращение 2q  (при 

этом координата 1q  не изменяется) и также составим уравнение работ: 
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024243243241241  qMqrqrGqrqrG   . (**) 
 
В этих двух уравнениях работ сократим возможные перемещения и под-

ставим найденные ранее соотношения для ускорений и сил: 
 

 gmfqmgmqrqmgmqrqmgm 21442413324111  )()(  
 

01
2 5

1
55

12 



r

qrmqm  ; 

 

0
2 2

2
44

24143432414141  qrmqrqrmrgmqrqrmrgm  )()( . 

 
Перепишем оба выражения: 
 













.)()(

,)()(

0
2
1

0
2

4314231131

3142
5

432112431

mmmrqmmqgmgm

mmrqmmmmmqgmfgmgmgm




 

 
Решая совместно полученные выражения, можно найти 1q  и 2q . Затем, 

интегрируя дважды по времени полученные формулы, можно найти закон дви-
жения точки O  блока 4 и закон вращения блока 4. 

 
 

3.7. Уравнения Лагранжа второго рода 
 
Для механической системы с голономными стационарными и идеальны-

ми связями общее уравнение динамики (формула (3.10)) может быть записано в 
виде 

 

0
11













 



s

j
j

j

k
n

k

k
kk q

q
r

td
vdmF  ,   (3.15)  

 
где  s  – число степеней свободы; 
  

1q , jq , sq  – обобщенные координаты; 
  


 



s

j
j

j

k
k q

q
rr

1
  – возможное перемещение k -й точки. 
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Изменив порядок суммирования, запишем 
 

0
1 11


















 

 
j

s

j

n

k j

kk
k

n

k j

k
k q

q
r

td
vdm

q
rF  ; 

 

AqQq
q
rF jj

n

k
j

j

k
k  





1
 – элементарная работа внешних сил; 

 

j

n

k j

k
k Q

q
rF 





1
 – обобщенная сила от внешних сил. 

 
Вариации обобщенных координат 0jq , следовательно, равно нулю 

выражение в скобках: 
 

0
11








 



n

k j

kk
k

n

k j

k
k q

r
td

vdm
q
rF ,  

или 

    0
1








n

k j

kk
kj q

r
td

vdmQ , sj  1 .   (3.16) 

 
Для стационарных связей можно получить выражения 
 

j

k

j

k

q
r

q
v









, 
j

k

j

k

q
v

q
r

td
d
















 ,   (3.17) 

 
которые называются тождествами Лагранжа. 

 
Производная по времени от двух переменных 
 


































j

k
k

j

kk

j

k
k q

r
td

dv
q
r

td
vd

q
rv

td
d . 

 
С учетом этого выражения формулу (3.16) перепишем в виде 

 

0
11




























 



n

k j

k
kk

n

k j

k
kkj q

r
td

dvm
q
rv

td
dmQ . (3.18) 

 
 



 98

Подставляя выражения (3.17) в формулу (3.18), получим 
 

0
11


















 



n

k j

k
kk

n

k j

k
kkj q

vvm
q
vv

td
dmQ


. 

 
Внесем массу km  и скорость kv  под знак производной и поменяем порядок 
суммирования и дифференцирования (при этом учтем, что 2

kkk vvv  ): 
 

022 1

2

1

2

































j

n

k

kk

j

n

k

kk

j q

vm

q

vm

td
dQ


; 

 

j
jj

Q
q
T

q
T

td
d




















,  sj  1 ,  (3.19) 

или 































































.

...

,

,

s
ss

Q
q
T

q
T

td
d

Q
q
T

q
T

td
d

Q
q
T

q
T

td
d







2
22

1
11

 

 
Получили s  дифференциальных уравнений движения механической сис-

темы в обобщенных координатах, называемых уравнениями Лагранжа второ-
го рода.  

Для консервативной системы обобщенные силы можно выразить через 
потенциальную энергию (формула (3.16)). Тогда уравнения Лагранжа можно 
записать в виде 

jjj qq
T

q
T

td
d




















 


, sj  1 .  (3.20) 

 
Выражение LT   называется функцией Лагранжа или кинетическим 

потенциалом. Потенциальная энергия зависит от положения системы, т.е. 
 

 )...,,( sqqq 21  ;  



 99

кинетическая энергия зависит от скоростей точек системы, которые в свою оче-
редь зависят от положения системы:  
 

)...,,,...,,( ss qqqqqqTT  2121 ,  
 
следовательно, функция Лагранжа зависит и от положения системы, и от скоро-
стей точек системы: 
 

)...,,,...,,( ss qqqqqqLL  2121 .  
 

Примем  LT  и найдем производные этого выражения по скоростям 
и по положениям: 

jj q
L

q
T

 




 ; 

jjj qq
L

q
T










  . 

 
Подставляя последние выражения в формулу (3.20), получим 
 

jjjj qqq
L

q
L

td
d
























 


 

или 

    0

















jj q
L

q
L

td
d


, sj  1 .   (3.21) 

 
Формула (3.21) выражает уравнения Лагранжа второго рода, записан-

ные через кинетический потенциал. 
Уравнения Лагранжа второго рода позволяют составить дифференциаль-

ные уравнения движения механической системы, имеющей одну или несколько 
степеней свободы. 

 
 
Пример 3.11 
Для механической системы (рис. 

3.24), движущейся под действием силы F  
из состояния покоя, определить ускорение 
точки E  приложения силы. Дано: Am , Bm , 

AR , BR , Br ,  , F , i  – радиус инерции бло-
ка B , kf  – коэффициент трения качения 
цилиндра A , A  – сплошной однородный 
цилиндр. Проскальзывание цилиндра A  по 
наклонной плоскости отсутствует.     Рис. 3.24 

 



 100

Решение 
Система имеет одну степень свободы, т.е. для определения положения 

механической системы достаточно ввести одну обобщенную координату. За 
обобщенную координату примем перемещение Es  точки E  (рис. 3.25).  

 

 
Рис. 3.25 

 
 

E
E s
td

sd
  – обобщенная скорость точки E ; 

 

E
E s

td
sd

2

2

 – ускорение точки E . 

 
Уравнение Лагранжа второго рода для данной системы имеет вид 
 

ES
EE

Q
s
T

s
T

td
d

















, 

 
где T  – кинетическая энергия системы; 

ESQ  – обобщенная сила от внешних сил. 
 
Выразим угловые и линейные скорости тел и их точек через обобщенную 

скорость Es : 

EEH svv  ; 
B

E

B

H
B R

s
R
v 

 ;  
B

B
EBBKD R

rsrvv   ; 
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AB

BE

A

K

v

K
A RR

rs
R
v

KC
v

22 





 ; 
B

BE
AAO R

rsRv
2





 .  (*) 

 
Кинетическая энергия механической системы 
 

222

222
BBAAOA

BA
IIvmTTT 

 . 

 
Моменты инерции тел:  

2

2
AA

A
RmI  ,   2imI BB  . 

 
Подставим эти выражения в формулу для кинетической энергии:  
 




























 


2
2

222

2
1

222
1

22 B

E
B

AB

BEAA

B

BEA

R
sim

RR
rsRm

R
rsmT


 

 

1

2

2

2

2

22

28
3

2
Cs

R
im

R
rms E

B
B

B

BAE 













; 

 

1

2

2
CsT E 


,   где 1C  – постоянная величина;   2

2

2

2

1 8
3

B
B

B

BA

R
im

R
rmC 


 . 

 
Найдем производные кинетической энергии: 
 

0



Es
T ; 1Cs

s
T

E
E








; 1Cs
s
T

td
d

E
E















. 

 
Обобщенная сила определяется из соотношения 
 

E

S
S s

A
Q E

E 


 , 

 
где Es  – возможное перемещение точки E ; 

ESA  – элементарная работа внешних сил при малом перемещении точек 
приложения этих сил (рис. 3.25).  

 
Малые перемещения определим, проинтегрировав выражения для скоро-

стей (*): 
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B

BE
O R

rss
2





 ;  
AB

BE
A RR

rs




2


 . 

 
Работа силы F : EF sFA   . 
 
Работа силы тяжести цилиндра A : 
 

 
B

BE
AOAG R

rsgmsgmA
A 2





 sinsin . 

 
Работа момента сопротивления при качении цилиндра A : 
 

AB

BE
AkAAkM RR

rsgmfgmfA
сопр 




2


 coscos . 

 
Сила тяжести блока B  и реакция опоры BN  приложены в неподвижной 

точке, их работа равна нулю. Реакция наклонной поверхности AN  приложена в 
точке, совпадающей с мгновенным центром скоростей VC , поэтому работа этой 
реакции равна нулю. 

 
Полная работа сил на малом перемещении: 
 

AB

BE
Ak

B

BE
AES RR

rsgmf
R

rsgmsFA
E 







22





 cossin . 

 
Обобщенная сила  
 

AB

B
Ak

B

B
AS RR

rgmf
R
rgmFQ

E 


22
 cossin . 

 
Подставив найденные величины в уравнение Лагранжа второго рода, по-

лучим 
 

AB

B
Ak

B

B
AE RR

rgmf
R
rgmFCs




22
01  cossin ; 

 

1

22
C

RR
rgmf

R
rgmF

s AB

B
Ak

B

B
A

E





 cossin
 . 
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Подставим значение 1C : 
 

2

2

2

2

8
3

22

B
B

B

BA

AB

B
Ak

B

B
A

E

R
im

R
rm

RR
rgmf

R
rgmF

s








 cossin
 ; 

 







 





22

2 8
31

22

imrm
R

RR
rgmf

R
rgmF

s
BBA

B

AB

B
Ak

B

B
A

E

 cossin
  – это ускорение точки E . 

 
Такой же результат был получен при решении данной задачи с помощью 

общего уравнения динамики (см. пример 3.9). 
 
 
Пример 3.12 
Определить ускорение призмы 1 и угловое ускорение блока 2 механиче-

ской системы (рис. 3.26). Дано: 1m , 2m , 3m , 2R , 3R ,  . Блок 2 и каток 3 счи-
тать однородными сплошными цилиндрами. 

 
Решение 
Механическая система имеет две степени свободы. За обобщенные коор-

динаты можно принять: x  – перемещение призмы 1 по горизонтальной поверх-
ности,   – угол поворота блока 2 относительно оси, закрепленной на призме. 

Уравнения Лагранжа второго рода будут иметь вид 
 

xQ
x
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d

















; 

 


QTT

td
d

















, 

 
где  vx   – скорость призмы 1 при ее движении по горизонтальной поверх-
ности; 

   – угловая скорость блока 2.  
 
Кинетическая энергия механической системы равна сумме кинетических 

энергий всех тел системы: 321 TTTT  . 
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Рис. 3.26 

 
 
Кинетическая энергия поступательно движущейся призмы 1 
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 . 

 
Кинетическая энергия блока 2, вращающегося вокруг оси, закрепленной 

на призме 1, и перемещающегося поступательно вместе с призмой со скоро-
стью xv   
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Кинетическая энергия цилиндра 3, скатывающегося по наклонной плос-

кости призмы 1 и перемещающегося вместе с призмой, зависит от абсолютной 
скорости цилиндра Ov , равной векторной сумме скорости призмы xv   и ско-

рости центра цилиндра 3 при его скатывании: 
222

2222
333

RRvRv 






.  

 
Модуль скорости Ov  определяется следующим образом: 
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Тогда кинетическая энергия цилиндра 3 
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 cos2
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. 

 
Полная кинетическая энергия механической системы 
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Найдем частные производные от кинетической энергии по обобщенным 

координатам и обобщенным скоростям: 
 

0



x
T , 0




T , 

 
т.к. в данном примере кинетическая энергия системы не зависит от обобщен-
ных координат. 
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Производные по времени от последних выражений 
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Определим обобщенные силы. По формуле (3.13) для данной задачи 
можно записать 

x
AQ x

x 


 ;  


 


A
Q  . 

 
Внешними силами являются силы тяжести; связи – идеальные, т.к. реак-

ции опор работу не совершают. Зададим координате x  приращение x , оста-
вив неизменяемым угол  . Работа сил тяжести 090   cosxGA kx  , т.к. 
силы тяжести перпендикулярны направлениям перемещений тел системы при 
изменении координаты x . Следовательно, 0xQ . 

 
Теперь зададим приращение   углу  , оставив без изменения коорди-

нату x . Работу при таком перемещении совершит только сила тяжести цилинд-
ра 3, т.к. точки приложения сил тяжести призмы и блока не перемещаются. 
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Все полученные величины подставляем в уравнения Лагранжа второго 

рода: 
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После решения данной системы получим 
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Полученные значения x  и   – соответственно линейное ускорение 

призмы 1 и угловое ускорение блока 2. 
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